NL HAUSDORFF: Kapsel 21: Fasz. 64
[Wahrscheinlichkeitsrechnung]
Vorlesung Univ. Bonn, SS 1923, SS 1931. Hs. Ms. — 227 BIL

§ 1. Elementare Wahrscheinlichkeiten.

Die Wahrscheinlichkeitsrechnung betrachtet ungewisse Aussagen oder Urteile,
d. h. solche, deren Richtigkeit oder Falschheit zur Zeit der Betrachtung nicht
bekannt ist. Schon im praktischen Leben wird der Grad der Ungewissheit hidufig
geschiitzt (eine Aussage als sehr wahrscheinlich, wahrscheinlicher als das Gegen-
theil u. dgl. taxirt); die Wahrscheinlichkeitsrechnung versucht diese Graduirung
wissenschaftlich genau zu machen, indem sie unter geeigneten Umsténden einer
Aussage eine bestimmte Zahl, ihre mathematische Wahrscheinlichkeit, zuord-
net.

Die ungewisse Aussage bezieht sich hiufig auf die Zukunft: ,,ein Ereignis A
wird eintreten”. (Typus des Zufallsspiel: es wird mit einem Wiirfel 4 gewor-
fen werden, es wird aus einer Urne eine weisse Kugel gezogen werden). Aber
sie kann auch ein vergangenes Ereignis betreffen (es ist eine Kugel gezogen
worden, sie ist aber noch verdeckt) oder einen zeitlosen Thatbestand, dessen
Nachpriifung uns praktisch verwehrt ist (die 1000. Decimale von e ist 7). Man
spricht, mit Anlehnung an den ersten Aussagentypus, in der Regel von un-
gewissen Ereignissen. Die Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses A (oder einer
Aussage A) werde w(A) genannt.

Zur Einfiihrung dienen uns Axiome.
Aziom (o)  Die Wahrscheinlichkeit eines gewissen Ereignisses ist 1.

Dass man die Grenzfille einer als richtig oder falsch bekannten Aussage ei-
nes gewissen oder unméglichen Ereignisses nicht ausschliessen wird, ist ebenso
Sache der Zweckmiissigkeit, wie etwa, dass man eine Constante als Grenzfall
einer Variablen ansieht. Die Wahrscheinlichkeit aller gewissen Ereignisse gleich
zu setzen ist natiirlich, wenn man die praktische Graduirung durch die mathe-
matische Grossenbeziehung nachbilden will (aber man kénnte sie natiirlich =
100 setzen).

Aus zwel Ereignissen A, B bilden wir zwei weitere, Summe und Produkt:
(Aussagen- oder Ereigniscalcul)

S = AUB: A oder B (oder beide) treten ein.
P = AB: A und B treten ein.

Fiir die Summe schreiben wir S = A+ B, wenn A und B einander ausschliessen
(AB unmoglich ist).
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Entsprechend fiir drei oder mehr (endlich viele) Ereignisse. Fiir die Summe
schreiben wir S = A+ B+ C, wenn die drei Ereignisse einander paarweise aus-
schliessen, also AB, AC, BC unméglich sind. Von Ereignissen A1, As, ..., Ay,
die einander paarweise ausschliessen, wird gesagt, dass sie eine Disjunction bil-
den, und zwar eine wvollstindige Disjunction, wenn eines von ihnen eintreten

muss. Bezeichnet G ein | gewisses Ereignis (von diesem Standpunkt aus sind
alle gewissen Ereignisse als gleich zu betrachten), so ist

A+ Ao+ 44, =G

die Formel fiir eine vollstindige Disjunction, vorausgesetzt, dass A; Ag (i # k)
unmoglich ist. Ein unmogliches Ereignis kann passend mit 0 (Null) bezeichnet
werden.

Ferner sei A die Negation von A, das Gegentheil oder Complement von
A, das Nichteintreten von A (die Aussage: A ist falsch). A, A bilden eine
vollsténdige Disjunction A + A = G.

Bei zwei Ereignissen A, B bilden AB, AB, AB, AB eine vollstindige Dis-
junction.

Wenn S = AUB, P= AB, soist S= AB, P = AU B; das Complement
der Summe ist das Produkt der Complemente, das Complement des Produktes
die Summe der Complemente. Analog fiir drei oder mehr Ereignisse.

Wir fordern nun zweitens

Aziom (8)  (Additionspostulat). Die Wahrscheinlichkeit, dass von zwei ein-
ander ausschliessenden FEreignissen eines eintrete, ist die Summe der Wahr-
scheinlichkeiten beider Ereignisse:

w(A+ B) = w(A) + w(B).

Auch dies iibertragt sich auf drei und mehr Ereignisse. | Fiir eine vollstandi-
ge Disjunktion ist nach («)(5) die Summe der Wahrscheinlichkeiten gleich 1;
insbesondere ist

w(A) +w(A) =1, w(A) =1—w(A).

Die Wahrscheinlichkeit des Gegentheils von A ist 1 minus Wahrscheinlichkeit
von A. Die Wahrscheinlichkeit eines unmdglichen Ereignisses ist Q.
Fiir zwei Ereignisse A, B hat man

A = AB+ AB
B AB + AB
AUB = AB+ AB+ AB

und der Additionssatz liefert

w(AU B) + w(AB) = w(A) + w(B). (1)



Bisher haben wir noch keine Wahrscheinlichkeiten ausser 0,1 kennen gelernt.
Sei jetzt Ay, Ao, ..., A, eine vollstéindige Disjunktion, und alle ihre Glieder sei-
en gleichwahrscheinlich; dann ergiebt sich w(A;) = -+ = w(A,,) = X. Ferner
sei A die Summe von g Disjunctionsgliedern, etwa A = Ay +---+ A,, dann ist
w(A) = £. Man sagt: Ay,..., Ay, sind die mdglichen Fille, Ay, ..., A, die fir
A giinstigen Fille, und erhilt also: Die Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses ist
das Verhdltnis der Zahl der giinstigen zur Zahl der moglichen Fille, alle Fdlle

als gleichwahrscheinlich vorausgesetzt. |

Dies wird zuweilen als Definition an die Spitze gestellt. Die auf diese Weise
erkldrten Wahrscheinlichkeiten mogen elementar heissen; sie sind nothwendig
rationale Zahlen des Intervalls [0, 1]. Spéter (§4) erweitern wir das Gebiet.

Beispiele (bei denen zugleich ersichtlich ist, welche Fille als gleichwahrschein-
lich angesehen werden).

Wahrscheinlichkeit, mit einer Miinze Bild zu werfen. w = %
Wahrscheinlichkeit, mit einem Wiirfel 4 zu werfen. w = %.

Wahrscheinlichkeit, mit einem Wiirfel ungerade zu werfen. w = 5 = % .

Wahrscheinlichkeit, aus einem Piquetspiel (32 Karten) einen Kénig zu ziehen.
4 _ 1

Wahrscheinlichkeit, eine Figur (Kénig, Dame, Bube) zu ziehen. w = % =

ol

Wahrscheinlichkeit, aus einer Urne mit m Kugeln, unter denen g weisse, eine
weisse Kugel zu ziehen. w = £ .

Wahrscheinlichkeit, mit zwei Miinzen Bild, Schrift zu werfen. Achtet man auf
das Ergebnis jeder einzelnen Miinze, so sind die vier Félle BB (Bild- Blld)
BS (Bild-Schrift), SB, SS méglich; BS und SBgiinstig. w = 2 = 5.

Wahrscheinlichkeit, mit zwei Wiirfeln 3, 4 oder 4, 3 zu werfen. w = % = %.

Wahrscheinlichkeit, mit zwei Wiirfeln 4, 4 zu werfen. w = 3—16.

Wahrscheinlichkeit, mit zwei Wiirfeln einen Pasch zu werfen. w = 55 = %.

Wahrscheinlichkeit, mit zwei Wiirfeln die Augensumme « zu werfen. w,.

9 = 141,3=142=2+41,4=143=242=3+1,...

12 = 646, 11=64+5=5+6,10=6+4=5+5=4+6,...
e —7

w, = %fnm:zg,...,m

Uber die gleichwahrscheinlichen Fille ist viel diskutiert worden. Wenn man
die elementare Wahrscheinlichkeit = Anzahl der giinstigen durch Anzahl der

Bl

Bl



BL

moglichen Fille definirt, falls diese Félle gleichwahrscheinlich sind, so begeht
man einen circulus vitiosus. Zu dessen Verschleierung spricht man von gleich
moglichen, gleichberechtigten Fillen. Laplace: Les cas également possibles, c’est
a dire tels que nous soyons également indécis sur leur existence. Diesem Prin-
zip des mangelnden Grundes stellen Andere (von Kries) das des zwingenden
Grundes gegeniiber und verlangen objektive Kriterien, z. B. die zentrische Lage
des Wiirfelschwerpunkts. Die Wahrscheinlichkeit eines bestimmten Sterbetages
wird man nicht = ﬁ setzen, sondern klimatische Unterschiede zwischen Som-
mer und Winter machen. Der Mathematiker braucht alle diese empirischen Mo-
mente zundchst nicht zu beriicksichtigen, sondern betrachtet eine Disjunktion
gleichwahrscheinlicher Félle als gegeben und entwickelt daraus die Konsequen-
zen.

Relative Wahrscheinlichkeit. Fiir w(A) # 0 nennen wir

w(AB)

die Wahrscheinlichkeit von B unter der Annahme, dass A eintritt.
Der Grund dieser Benennung ist dieser: gehoéren zu den Ereignissen
AB AB AB AB
@ 16 5y )

gleichwahrscheinliche Fille, im ganzen m = o+ 3+ v + 9, so ist | w(4) =
O‘TJ“B, w(AB) = 2, also wa(B) = ;%5 und dies ergiebt sich auch so, indem
man nur die o+ Félle, wo A eintritt, als mogliche beriicksichtigt und hierunter
die « Fiille, wo auch B (d.h. AB) eintritt, als giinstige z&hlt.

Per definitionem ist w(AB) = w(A)wa(B), d. h. die Wahrscheinlichkeit, dass
A und B zugleich eintreten, ist die Wahrscheinlichkeit von A mal der unter der
Voraussetzung A giiltigen Wahrscheinlichkeit von B.

Z. B. sei beim Wiirfel A das Werfen einer der Zahlen 1, 3, 5, B das einer der
Zahlen 4, 5, 6, AB das von 5. w(A) = 3, w(AB) = %, wa(B) = 1 (wenn A
eintritt, sind nur 3 Félle 1, 3, 5, wovon einer fiir B giinstig ist). Zugleich ist A
das Werfen von 2, 4, 6, AB das von 4, 6, w4(B) = 2. B hat also unter den
Annahmen A, A zwei verschiedene relative Wahrscheinlichkeiten.

Die Ereignisse A, B heissen unabhdngig, wenn
w(AB) = w(A) w(B). (3)
Fiir w(A) # 0 folgt also wa(B) = w(B), und da durch Subtraktion der For-
mel (3) von w(B) | auch w(AB) = w(A) w(B) entsteht, so folgt fiir w(A) #
0, wg(B) = w(B). D.h. wenn A, B unabhdingig sind, so ist die Wahrschein-
lichkeit fiir B unter beiden Annahmen A, A dieselbe (falls w(A) weder 0 noch
1 ist). Dasselbe gilt mit Vertauschung von A, B.
Wenn umgekehrt
wa(B) = wjz(B) =w, soist
w(B) = w(AB)+w(AB) = w(A)w + w(A)w = w,



also w(AB) = w(A) w(B); A und B unabhingig.

Beispiele: A Ziehen einer weissen Kugel aus einer Urne, B das Werfen von Bild
mit einer Miinze. Hier ist es naturgeméiss anzunehmen, dass A, B unabhingig
sind.

In einer Urne seien s Kugeln, darunter a weisse und s —a schwarze; es werden
zwei Kugeln gezogen, die erste nicht zuriickgelegt; A, B sei das Ziehen von Weiss
beim 1. und 2. Zuge. Hier ist wa(B) = =1, w; (B) = 7% . B ist von dem
(fritheren) Ereignis A abhiingig, aber auch A von dem (spéteren) B; es ist auch
wp(A) = 21, wg(A) = 224 (z.B. fira=9, s =10: wz(A) =2 =1; wenn

s—17 s—1

beim 2. Zuge schwarz gezogen wird, so muss beim 1. | weiss gezogen worden
sein, da nur eine schwarze Kugel vorhanden ist.) Die Kugel des 2. Zuges muss
fiir den 1. als nicht vorhanden betrachtet werden!

Ist A die Aussage fiir einen Mann, 20 — 30 Jahre alt zu sein (Statistik), B die
fiir eine Frau, 40 — 50 Jahre alt zu sein, so wird fiir ein beliebig herausgegriffenes
Paar w(AB) = w(A) w(B) sein, nicht aber fiir ein Ehepaar.

Bei drei Ereignissen ist

w(ABC) = w(AB) wap(C) = w(A)wa(B) wap(C).

Wenn C von AB und B von A unabhingig ist (aber auch noch in anderen
Fillen), ist w(ABC) = w(A) w(B) w(C).

Es kann C von A und von B unabhéngig und doch von AB abhéngig sein.
Wenn z. B. nur die 4 gleichwahrscheinlichen Félle

ABC,ABC,ABC,ABC
moglich sind (es tritt eines oder alle drei ein), so ist w(A4) = w(B) = w(C) =
1, w(AB) = w(BC) = w(AC) = 1, w(ABC) = %; C ist von A und von B,

aber nicht von AB unabhéingig (sonst miisste w(ABC) = £ sein). |
Beim Roulette (vom 37. Feld abgesehen) haben wir die Disjunktionen

Pair Impair | Manque Passe | Rouge Noir
A A B B C C

(Manque = Nummern 1 — 18, Passe = 19 — 36); zu jeder Kategorie gehoren
18 Felder und zu jedem Paar wie AB, AB, ...9 Felder. Also w(A) = --- =
%, w(AB) =--- = i; es ist also C' von A und von B unabhingig, kann aber
nicht von AB unabhingig sein, da sonst w(ABC) = & sein miisste und doch
auf die Klasse ABC' nicht % = 4,5 Felder entfallen kénnen. Die Tripel ABC
usw. haben in Wahrheit teils die Wahrscheinlichkeit %, teils 35—6.

Andererseits kann z.B. auch C' von A und von B abhéngig, aber von AB
unabhéingig sein. Die Glieder der vollstandigen Disjunktionen mogen die Wahr-

scheinlichkeiten haben

ABC ABC ABC ABC|py p1 p2 p3

ABC ABC ABC ABC do 41 Q2 Q3
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sodassp=po+p1+p2+p3=w(C), ¢=q+a+q@+aqg :w(C’).l
Man findet dann:

wc(AB):%O, wC(A):%’ we(B) = Po;l;;vz
U)Cw(AB) = %), wC—,(A) = %, U)Cv(B) — %;rqz

und kann also leicht erreichen, dass C' von AB (oder AB von C) unabhingig
wird, hingegen A von C' und B von C' abhéngig; man nehme etwa p = ¢ =

1 po=qo, p1 # q1, P2 # Qo

Reihe von Versuchen. Wir machen n Versuche; beim k. Versuch liege die
vollstiindige Disjunktion Ay + B = Gi (Gy gewiss, Ay der giinstige Fall,
By, der ungiinstige) vor. Z.B. Werfen mit einem Wiirfel. Ay sei jedesmal das
Ereignis, dass 4 geworfen wird. (Man lidsst dann manchmal den Index weg
und sagt, dass es sich um Wiederholung eines und desselben Versuchs han-
delt). Zunichst habe der giinstige Fall jedesmal dieselbe Wahrscheinlichkeit
p = w(Ag); ¢ = w(Bi) =1 — p die des ungiinstigen; und wir nehmen an, dass
jedesmal die Wahrscheinlichkeit vom Ausfall der vorangehenden Versuche un-
abhéingig ist. Die Wahrscheinlichkeit, dass in einer bestimmten Reihenfolge o
mal der giinstige, | (3 mal der ungiinstige Fall eintrete, (a+ 3 = n), ist p®¢®, und
die Wahrscheinlichkeit dass es in irgend einer, gleichviel welcher, Reihenfolge
eintrete, ist

n n!
Wap = (a) P’ = g p*q”

Es gilt in z,y die Identitit

(pz +qy)" = Z Wap 7Y" (Z iiber a + 3 =n).

Z.B. Wahrscheinlichkeit, dass immer A (der giinstige Fall) eintrete: p™; das
wird (ausser fiir p = 1) mit wachsendem n beliebig klein.

Wahrscheinlichkeit, dass wenigstens einmal A eintrete: 1 — ¢™; das kommt
(ausser fiir ¢ = 1) der 1 beliebig nahe. Bei wieviel Versuchen ist diese Wahr-

1 1 " log 2 1
scheinlichkeit > =7 ¢™ < =, — >2, n> Ogl. Z.B. fir p = = :
2 2 q log 7 6

n> logg
10g5

@
Welches ist der wahrscheinlichste Wert von « oder der ,,Frequenz“ — (relative
n

= 3, 8; also bei 4 oder mehr Versuchen.

Hiufigkeit) des giinstigen Falles? Es ist

Wap n!

B n! ac1 p+1_B+lp n—a+lp
Wa—1,8+1 al g

a—l)!(ﬁ+1)!p e a q e q

B .
p*q” :
! (

(n+ 1)p.

VIA

> >
und dies ist > 1fir (n—a+1)p Z d.h. «



Die wqg, in der Reihenfolge o = 0,1, ..., n geschrieben, nehmen also erst zu,
dann wieder ab. Ist (n + 1)p nicht ganz, so ist das wag mit o = [(n + 1)p| das
grosste; dann ist o < (n+1)p < a+1l,np—g<a<np+p, p—L <2 <p+Z
so dass mit n — oo die wahrscheinlichste Frequenz £ nach p strebt. Ist (n+1)p
ganz, so treten zwei benachbarte Maxima auf: fir = (n 4+ 1)p = np + p und
a — 1 =np — q; auch hier & — p.

I. Wichtiger ist folgendes: fiir beliebige € > 0 konvergiert die Wahrscheinlichkeit
wy(€), dass |& — p| > € sei, mit n — oo nach 0, also die Wahrscheinlichkeit,
dass |2 — p| < € sei, nach 1. Das ist die elementarste Form des ,Gesetzes der
grossen Zahlen“, wonach bei einer grossen Zahl von Versuchen die Frequenz
anndhernd gleich der Wahrscheinlichkeit zu erwarten ist. Es ist sogar >, wy(e)

konvergent. |
Zum Beweise setzen wir in der Identitit

> wapz®y’ = (pr+qy)"

T = eqt7 y=e P {anﬁ — el(l—p)a—pAlt _ e(a*np)t’

2 2 n
™ s € = (et 4 ge )" = (1 T ALLIS )

oder :(1—1—%752—}—---) =1—|—n%t2—|—---

also bei Entwicklung der linken Seite nach Potenzen von t ausser
Swap=1, > wag(ax—np)=0:

> wag(a—np)® = npq
« 2 Pq
> wes (5 -0) = O
n n
*
Die linke Seite ist, wenn wir ) nur iiber die o mit |2 — p| > ¢ erstrecken,
>3 wap (2 —p)2 > wap = w(|2 —p| > ¢). Also ist
w(|G-p|ze) < 2
n
und strebt (bei festem €) mit n — oo nach 0.

ne?
Nennen wir diese Wahrscheinlichkeit kurz wy, (). Wegen einer spéteren An-
wendung wollen wir zeigen, dass sogar die Reihe Y, wy(e) konvergiert, wozu

n
die obige Abschétzung nicht ausreicht. Wir nehmen dann den Koeffizienten von

% in der Identitét, der links > wag(a — np)* ist; rechts erhélt man |

3.3 4 4
et 4 ge P = 1+%t2+pq 6qp 3 Pa ;;qp P
3 3 4 4
(pe® +qe )" = 1+n @t2+pq ap t3+pq +ap th4 ...
2 6 24
n(n—1) [pq 9 r
N |y
+ 5 5 oo

Bl 15

Bl 16



Bl 17

BIl. 18

also als den fraglichen Koeffizienten

> wagla—np)* = n-(pg* +qp*) + 3n(n— 1)p°¢°
= 3n*p’¢* +npa(q® + p* — 3pg),
4 242 1-6
S wes (% B p) _ 3an L b - Pq)

und wy, (€) ergiebt sich in derselben Art wie oben < diesem Ausdruck dividirt
durch €. Da Y #, > % konvergieren, ist die Behauptung bewiesen.

Wenn beim k. Versuch die Wahrscheinlichkeiten von Ay und By, gleich pg, i
sind (pk + gr = 1), immer aber unabhéngig vom Ausfall der fritheren Versuche,
so ist die Wahrscheinlichkeit wqog, dass bei n = a + [ Versuchen « mal der
giinstige Fall A, 3 mal B eintrete, der Koeffizient von 2“y? in der Entwicklung

des Produkts

(P12 + qry) (P2 + q2y) - - - (P + quy) = Z wap Y.

Hier néhert sich, wie wir spéater sehen werden, der Unterschied zwischen der

relativen Haufigkeit @ und dem arithmetischen Mittel Prt 4P der Wahr-

n n
scheinlichkeiten mit wachsendem n der Null.

Wenn bei jedem Versuch eine dreifache Disjunktion Ay 4+ By + C, = G mit
den Wahrscheinlichkeiten p, g, r betrachtet wird, so ist die Wahrscheinlichkeit,
dass bei n Versuchen o mal A, § mal B,y mal C (a«+ 3+~ = n) in irgend
einer Reihenfolge auftrete,

n'

_ : a8,
waﬁ'y_a'ﬂ',y'p q Ty

es ist
(pr+qy+72)" =Y wapy z°y’27,
Nehmen wir jetzt einen Fall, wo die Versuche von einander abhdngig sind: in
einer Urne sind s = a + b Kugeln, a weisse, b schwarze; es werden o (an Stelle
der vorigen n) Ziige getan, ohne die gezogenen Kugeln zuriickzulegen; Ay, By

das Ziehen von Weiss, Schwarz beim k. Zuge. Wir haben z. B. bei drei Ziigen
die Disjunktion

A1AxAs, A1AsBs, A1BoAs, A1ByBs, B1AsAs, B1AyBs, B1ByAs, B1B2Bs;

die zugehorigen Wahrscheinlichkeiten haben immer den Nenner s(s—1)(s —2)
und die Zéhler

ala —1)(a —2), ala — 1)b, ab(a — 1), ab(b—1),
ba(a — 1), ba(b—1), b(b—1)a, b(b—1)(b—2);



die Wahrscheinlichkeit fiir zwei mal Weiss, einmal Schwarz ist, in jeder der drei
ala —1)b ala—1)b
s(s—1)(s—2) s(s—1)(s—2)
Allgemein ist bei 0 = o + [ Ziigen die Wahrscheinlichkeit fiir o weisse, §
schwarze Kugeln in bestimmter Reihenfolge immer

Reihenfolgen, , bei Zusammenfassung 3

ala—1)---(a—a+1)bb-1)---(b—0+1) alb! (s —o)!

s(s—=1)---(s—c+1) C(a—a)(b-p)! s

und in beliebiger Reihenfolge

Wap = a;‘!ﬂ! (a— 03!! ?IL— B! - ;!0)! B (Z> <g> | C)

Die Relation > wqs =1 giebt

oder
> () 070 C)
—\a) \o—a o
die man so verifizieren kann: wenn «, # unabhéngig variieren, ist
a\ (b S
at+B _ 1 at+b _ o
% ()() = =2 )

Enthélt die Urne s = a + b + ¢ Kugeln, a weisse, b schwarze, ¢ rote, so ist

die Wahrscheinlichkeit, dass bei ¢ = a + 8 + 7 Ziigen ohne Zurticklegen der | Bl 18v
gezogenen Kugeln a weisse, 3 schwarze, v rote gezogen werden:

wn= ()66 ()
(0627 -0)

erhalt. Bl 19

woraus man

Die Bayessche Formel. Cy+ Cs + -+ + C), sei eine vollstéindige Disjunktion;
C; habe die Wahrscheinlichkeit v; = w(C;), und das Ereignis A habe im Fall
C; die Wahrscheinlichkeit o; = w¢; (A). Dann ist

w(AC;) = vy (1)
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w(d) =Y yia (2)

also wa(Cy) = mia Z'yiai. (3)
1

Man sagt, die C; seien Ursachen, die dem A die Wahrscheinlichkeit «; erteilen,
oder Hypothesen (bei paarweise verschiedenen «; kann man direkt sagen: C; ist
die Hypothese, dass die Wahrscheinlichkeit von A gleich «; sei); die Hypothese
C;, die vor dem Eintritt von A die Wahrscheinlichkeit «; (Wahrscheinlichkeit a
priori) hatte, hat dann nach Eintritt von A die Wahrscheinlichkeit (3) (Wahr-
scheinlichkeit a posteriori).

Z.B. A Ziehen eines Konigs aus einem Kartenspiel; C; + Co sei die Dis-
junktion, dass das ein Piquet- oder Whistspiel sei; beide Annahmen gleich
wahrscheinlich (y1 = 72 = ). a1 = 34—2 = %, Qg = 54—2 = %; die Wahr-
scheinlichkeit w4 (C1), dass es ein Piquetspiel sei, ist nach Ziehen eines Kénigs
(2 + %) =1 - Ist A das Ziehen einer | Drei (die es im Piquetspiel nicht
giebt), so ist ;1 = 0, as = 1—13, wa(Cy) =0, wa(Cs) = 1, es muss dann ein
Whistspiel gewesen sein.

Ist B noch ein Ereignis, das im Falle AC; die Wahrscheinlichkeit §; =

wac,; (B) hat, so ist

w(AC; B) = ;0 3; (4)

w(AB) = Z vic; Bi (5)

wa(B) = Z Vi B Z Vi Q- (6)
1 1

Wenn im Falle C; die Wahrscheinlichkeit von B nicht vom Eintreten oder Aus-
bleiben von A abhéngt, ist 8; = we,(B) (= wac, (B) = wic,(B)) zu setzen.
Sind a priori alle Hypothesen gleich wahrscheinlich (y; = 1), so ist nach (3)

T n

wa(C;) = o = Y, oy der Wahrscheinlichkeit we, (A) = o proportional.
1

Beispiel. In einer Urne mit s Kugeln befinden sich mit der Wahrscheinlichkeit
Vo @ weisse und b = s — a schwarze. (C, heisst: a weisse Kugeln sind vor-
handen. a = 0,1,....s). A sei das Ziehen einer weissen Kugel; also mit der

Wahrscheinlichkeit we, (4) = aq = %. | Ferner sei B das abermalige Ziehen von
Weiss mit einem 2. Zug, nachdem beim 1. die gezogene Kugel nicht zuriickgelegt
wird. Also 3, = wac, (B) = 2=f. Wir haben also



1 ;
w(AB) = Z vYea(a—1), wa(B) = L
s(s—1) 4 s—1 Z(): Yall

Machen wir verschiedene Annahmen:

(A) alle v, = SJ%I, jede Kugelverteilung a priori gleich wahrscheinlich.
1 : 1 2a
A = _— = — C{l = ——
w(4) s(s+1) 20: “T wa(Ca) s(s+1)
1 : 1 2
AB) = ——MM—— —1)== B) = =.
wAB) = TG 20: ada-l)=3 walB)=3

Nach Ziehen einer weissen Kugel ist die Wahrscheinlichkeit, dass a Kugeln
vorhanden waren, mit a proportional; die wahrscheinlichste Annahme a = s
hat die Wahrscheinlichkeit Si—l; die Wahrscheinlichkeit, dass mindestens soviele
weisse wie schwarze Kugeln in der Urne waren, ist > %, némlich

2r
fir s = 2r : S(Sil) XT: a = m 2r@2r+1) —r(r — 1)) = 33 =

3 3
1t 42r+1)>

2r—1
fir s=2r—1: S(Sil) XT: a = m [(2r =1)2r — (r — 1)r] = i::% =

3 1
1t 42r—1)-

| (B) Man wisse, dass die Urne mindestens so viel weisse wie schwarze Ku-
geln enthélt (die verbleibenden Félle gleich wahrscheinlich). Dann ist fiir s =

2r Y = Ypp1 = =Yop = Flp die iibrigen 7y, = 0.
2r
1 3r2+3r 3
A = . = —— = —
w(4) (r+1)s Z Alr+1)r 47
firs=2r—1 ~ = =71 = %, die iibrigen = 0.

i 3r2—r 3r—1

1 3 1
A _ — = = = — _
wld) =2 XT: S oar—1) 4r—2 41

die Wahrscheinlichkeit, Weiss zu ziehen, > %.
(C) Die ,kleine“ Urne sei aus einer ,,grossen® Urne mit S = A + B Kugeln,
darunter A weissen, durch Entnahme von s Kugeln gefiillt worden.

BIl. 22
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-t 2 ()0 ()42 () €3

(d. h., wie vorauszusehen, = der Wahrscheinlichkeit, direkt aus der grossen Urne
eine weisse Kugel zu ziehen).
Ferner die Wahrscheinlichkeit, dass a weisse Kugeln in der kleinen Urne wa-

ren,
a A A-1\/B S—1
e =25 = (02 (5):(52)).

d.h. (nachdem eine weisse Kugel aus der grossen und kleinen Urne weggenom-
men ist) = der Wahrscheinlichkeit, dass aus einer grossen Urne mit S — 1 =
(A—1)+ B Kugeln (A — 1 weisse) in die kleine mit s — 1 = (a — 1) + b Kugeln
a — 1 weisse gekommen sind. |

Ferner fiir das Ziehen von zwei weissen Kugeln

ala—1) (A\(B\ (S
5= ()6 ()
B Z A(A-1) <A—2> <B) . <S—2) _A(A-1)
S(S—1) \a—2)\b) \s—2 S(S—1)
wa(B) = % wie beim direkten Ziehen aus der grossen Urne.
Wir machen unabhéngige Versuche, wo bei jedem der giinstige Fall eine und
dieselbe Wahrscheinlichkeit p hat, die gewisse Werte p; mit den Wahrschein-
lichkeiten 7; annehmen kann (C; die Annahme, dass p = p;). A sei das Ereignis:

bei m Versuchen ist [ mal der giinstige Fall eingetreten. Das hat bei der Wahr-
scheinlichkeit p die Wahrscheinlichkeit

w(AB)

und dann ist w(A) = > yia(pi), wa(Ci) = via(p:;) : w(A). Bei gleichen
7; ist wa(C;) mit ap;) oder pt(1 — p;)™~! proportional. Die wahrscheinlichste
Annahme ist p = %, da die Funktion pl(l —p)mfl dort ein Maximum hat; ihre
Ableitung ist p" =1 (1 —p)™ =L [I(1 —p) — (m —Dp], [ ] =1 — mp. |

Machen wir fiir p; die n Annahmen p; = % (i = 1,2,...,n) mit gleicher
Wahrscheinlichkeit, so konvergiert

fiir n — oo nach



Wir haben das Eulersche Integral

namlich

> (1) #a-ptat = e 1

=0

nach p integriert:

. 1 1
Z( )/p p)"ldp -2t = / (x —1)+1)"dp
0 0

1=0
1 =1
_ m-+11P
B x—1m+1[[p(x_1)+l] ]p:0
1 1 1 <
— m+1 1) = !
x—lm—l—l(x ) m—l—lzo:x
/ I ( l)l
1 m—1 m lm — .
1-— dp = 1: 1 =— 7
/p( p)"dp (m + )(l> m 1)
0
Also ist w*(A) = — +1 (bei sozusagen giinzlich unbestimmter Wahrschein-
lichkeit p ist jeder Versuchsausfall gleich wahrscheinlich). | BL 25

B sei das Ereignis, dass bei weiteren p Versuchen der giinstige Fall A mal
eintrete. Unter der Annahme p ist

die Wahrscheinlichkeit dafiir, a(p)3(p) die von AB, also

AB) = Z ¥i a(pi) B(pi)

das konvergiert wie oben nach
1
/a
0
B (m)()l—i—)\ (m+p—1-N)!
o\ (m+p+1)
m ) m+ U
()G o (1))

l

w*(AB)




BI. 26

Bl 27

und w4 (B) konvergiert nach

om0
STE RS N ir0

Z.B.firl =m,\ = pist #ﬁ_l die (Grenz)-Wahrscheinlichkeit, dass ein bei m

Versuchen immer eingetretener Fall auch bei p weiteren immer eintrete. Oder
fir p=XA=11ist | % die Wahrscheinlichkeit, dass ein bei m Versuchen [ mal
eingetretenes Ereignis beim néchsten Versuch wieder eintrete.

| §2 Momente elementarer Vertheilungen.

A1, Ag, ..., Ay, sel eine vollstiindige Disjunction, w(A;) = p;, Y. p; = 1. Den-
ken wir uns jedem Fall A; eine reelle Zahl x; zugeordnet (z.B. die Nummer ).
Wenn die p; > 0 und die z; paarweise verschieden sind, und z eins von ihnen
bedeutet, so nennen wir x eine Variable, die die Werthe z1, ..., x,, annehmen
kann; nur ist, gegeniiber dem sonstigen Sprachgebrauch die Variable noch nidher
précisirt, indem sie jeden Werth z; mit einer gewissen Wahrscheinlichkeit p;
annimmt. Den Inbegriff der p;, x; nennen wir eine Vertheilung der Variablen x.

Solche Vertheilungen spielen in den Anwendungen der Wahrscheinlichkeits-
rechnung die Hauptrolle. Bei Zufallsspielen werden auf die verschiedenen mogli-
chen Fille A; Gewinne oder Preise x; gesetzt. Jede wissenschaftliche Beobach-
tung (Messung) ist wegen der damit verbundenen Fehlerquellen als ein Versuch
anzusehen, bei dem nicht mit Gewissheit der wahre Werth der beobachteten
Grosse, sondern mit irgend welchen Wahrscheinlichkeiten mehr oder minder
abweichende Werthe z; gefunden werden.

Sei eine Vertheilung (p;, x;) gegeben (wir kénnen dabei die Voraussetzungen

BlL 28 p; > 0 und x; # x; entbehren), so bilden wir fiir eine | Function f(x) den

Ausdruck

Mf@) =3 pi flw) 1)
1
Er heisst die mathematische Hoffnung oder Erwartung von f(z), oder der wahr-
scheinliche Werth von f(z), oder (Stieltjes) das Moment von f(z); diesen Aus-
druck verwenden wir in der Regel.

Ist f der kleinste, F' der grosste unter den Werthen f(x;), so ist wegen
S>pi=1, f< Mf(zx) <F; Mf(x) ist ein ,Mittelwerth“ unter den von
f(x) angenommenen Werthen.

Die Momente der Potenzen

uk:Mxk:Zpixf (k=0,1,...) (2)
i=1



werden kurz die Momente der Vertheilung schlechthin genannt, wobei pg =
> p; = 1. Das Moment eines Polynoms

fx) = ap+ax+--+agt

ist Mf(x) = aopo+ arpr + -+ appik.

Der Ausdruck M (x—a)? = pa —2apus +a? = pg—p2 + (11 — )? giebt ein Mass
fiir die Abweichungen der x; vom Werthe «; er ist dann 0 (und bei p; > 0 nur

dann), wenn alle z; gleich « | sind. Seinen kleinsten Werth hat er fiir o = pq:

M(z — 11)* = po — 13 (3)

man nennt /us — p? die Streuung (Dispersion) der Variablen x, bei Beob-
E.L.chtungen auch den mittleren Fehler, bei Zufallsspielen das mittlere Risico.
Ahnliche, fiir die Rechnung minder bequeme Abweichungsmasse sind

M(x_ul)4a M(J?—/.Ll)ﬁ,... M|Z‘—/.L1|, M|$—M1|37---,

wihrend in M(z — p1) = 0, M(x — u1)3,... auch die Vorzeichen der Abwei-
chungen eine Rolle spielen.

*
Ist ¢ eine positive Zahl und wird die Summe ) nur iiber diejenigen i erstreckt,
wo |z;| > t, so ist fir k =2,4,...

MkZZpiwaZPifotk'ZPm
*
Zpiﬁ%

oder mit ersichtlicher Bezeichnung

Hk HE
w(lz] >1t) < T w(lz| <t) >1-— I (Tschebyscheff) (4)
Ersetzt man (den Fall, dass nur ein Werth mit Gewissheit angenommen wird,

ausgeschlossen, also eine eigentliche Vertheilung mit ui > 0 vorausgesetzt), ¢

1
durch tuf, so ist

kS

1 1
o wlal <tuf)=1- 4 (5)

1
w(lal > tuf) < -3
1
Wird p; = 0 angenommen, so dass 5 die Streuung ist, so ist z. B. die Wahr-
scheinlichkeit, dass die Variable (oder allgemein: die Abweichung von ihrem
wahrscheinlichen Werth) unter der 10-fachen Streuung bleibe, > 1— Wlo =0,99.
Mit einer unbestimmten Zahl w bilden wir

2 2

u u
Me*® = M(l—i—xu—i—x?g—k---):1—|—u1u—|—u2—

BI. 29
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Fiir hinlénglich kleines u kénnen wir log(Me"*) in eine PB(u) entwickeln:

u? 1 u? 1
10g(M€w):(N1U+M27+"')—§(M1U+M27+ )2+§( )?
u2 ud
= \Mu-+ )\2 —|— )\3 3l + - (6)

Diese Coefficienten A sollen die logamthmzschen Momente heissen. Man findet:

A=
Ao = po—
A3 = pz— 3pape + 243 (7)
A = g —dpaps — 3p3 + 1203 s — 6puf
und durch Auflésung oder aus ettt Z 1y piu M2§ I
1 o= M
pe = Ag+ AP
ps = A3+ 3AA2 + A (8)
pa =

A+ 4A1 g + 32 + 6A2A; + A

Die iz, A bestimmen einander also eindeutig. /Ay ist die Streuung.

Die 15, und Mg sind homogen, d.h. fiir 2’ = ax (a # 0) ist u), = a®pg, N, =
ak M. Gegeniiber einer Verschiebung des Nullpunktes, 2’ = x — «, sind die
Ak bis auf Ay invariant: X = A\ —a, A, = A\ (K = 2,3,...); denn es ist
Me®t' = e v Meve Jog(Me"') = —uo + log(Me**).

Beispiel. Die logarithmischen Momente einer Vertheilung zu berechnen, wo z
mit den Wahrscheinlichkeiten p und 1 — p die Werthe 1 und 0 annimmt. Das
giebt

Z /\k =log(pe" + 1 — p); (9)

die Ag sind Functionen von p. Durch Differentiation nach p und u folgt:

Zd}\ku . et —1
dp k' per+1—p’
& k—1 u
u pe
A = ———— oder
21: k(k—l)! pe* +1—p
e k u
U e —1
)\ —_ = 1— _—
EO B+ p+p( p)peu+1_p

d)\ku
= piel-p Z R



also Ay = p und fiir k > 1 Ae+1 =p(1 —p)%p"', also

A2 = p(l—p)=p—p?
As = p(1—p)(1—2p)=p—3p*+2p°, (10)
A = p(1—p)(1—06p+6p?)

Das sind auch die logarithmischen Momente von x — p, bis auf das erste, das
dann = 0 wird.

Variablenpaare. Man kann den Gliedern einer vollstéindigen Disjunction auch
Variablenpaare oder Punkte der Ebene zuordnen; ein variabler Punkt durchlauft
also eine endliche Punktmenge und nimmt darin jede Lage mit einer gewissen
Wahrscheinlichkeit an. Sind z; die zugehorigen Abscissen, y; die zugehorigen
Ordinaten, so ist es bequem, die Punktmenge aus allen Punkten (x;, yx) beste-
hend anzunehmen; w;y sei die zugehérige Wahrscheinlichkeit (Fiir die Punkte,
die in der urspriinglichen Menge nicht vorkamen, ist w;; = 0 zu setzen). Die
Ereignisse

Ailr=wz]  Brly=wyl  AiBrlz=xzi,y=uy
haben die Wahrscheinlichkeiten —p; = > wik, qx =Y. Wik, Wik,
% i
wobei BL 33

Dopi=d ae=) wa=1l
i k ik
Das Moment einer Function f(z,y) ist durch
Mf(z,y) =Y wir f(@iyn)
ik
zu definiren; die Momente der Potenzproducte
Hm,n = Z Wik %myi?
ik
sind die Momente der Vertheilung. Insbesondere sind
pmo = Y, wip ] =Y piaj
ik i
> wik v =Y ar vk
ik k

die Momente der einzeln fiir sich betrachteten Variablen z,y.
Im Allgemeinen sind A;, By von einander abhingig. Ist jedes A; von jedem
By, unabhingig,

Ho,n

Wik = Pi 4k,
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so nennen wir die Variablen z,y (oder ihre Vertheilungen) unabhdingig. Die
Wahrscheinlichkeit w4, (Byg), die im Allgemeinen = “Z’) it und von ¢ abhéngig
ist, wird hier = ¢i; die Wahrscheinlichkeit fiir y = y; héngt nicht von dem
Werth z; ab, den  annimmt (und ebenso die fiir x = x; nicht von yy). Fiir

eine Function f(z)g(y) wird dann das Moment |

Z pigr f(xi)g Z pi [ ;) Z ax 9(Yr)

= Mf( ) - Mg(y)

M f(z)g(y)

gleich dem Product der Momente der Einzelvertheilungen, insbesondere

Hmmn =  Hm,0° Hon
Ferner M @ty) = Mets . Me™
log Me“(®+Y) = log Me"® + log Me™¥

und durch Entwicklung nach Potenzen von w :
Sind x,y unabhingige Variable, so ist das k' logarithmische Moment von
x +y die Summe der logarithmischen Momente von x und von y:

Ae(@ +y) = Ak(z) + Ak (y) (11)

Fiir k£ = 1 gilt dies auch bei abhéngigen Variablen:

M(JH'Z/):Z wig (T; + yr) = Zpﬂ:?—i—z QY = Mx + My.
ik

Fiir k = 2 folgt: sind x,y unabhdngig, so ist das Streuungsquadrat von x + y
gleich der Summe derer von x und von y.
Sind «,y unabhingig und a,b Constante, so ist

Me(az + by) = a* M (x) 4+ b M\ ().

| Die Betrachtung dehnt sich auf drei und mehr Variable aus. x moége die
Werthe z;, y die Werte yi, z die Werthe z; durchlaufen; diese Ereignisse
mogen A;, By, C; heissen und p;, qi,r; ihre Wahrscheinlichkeiten. Der Punkt
(z,y, z) durchlduft die Punkte (z;,yk,2;) und dies Ereignis A;BjC; habe die
Wahrscheinlichkeit w;;. Mit diesen w;; sind auch

pi = E Wikl, qk = E Wik, T1 = E Wikl
k,l il ik

sowie die Wahrscheinlichkeiten

w(ByCr) Z wikr,  w(A;Cy) Z Wik, w(A;iBr) Z Wiky



bekannt. Wenn stets

Wikl = Pi Gk Tls
also jedes C; von jedem A; By (und damit auch von jedem A; und jedem By)
unabhéingig ist, ebenso jedes By von A;C; und A; von BiCj, kurzum, wenn die
Wahrscheinlichkeit fiir einen Werth einer Variablen nicht von den Werthen der
beiden andern abhingt, so heissen z,y, z unabhingig. In diesem Falle gilt

Ap(x +y +2) = (@) + A (y) + Ak(2)

(fiir £ = 1 auch ohne die Voraussetzung der Unabhéngigkeit) und ebenso fiir

beliebig viele unabhéngige Variable. |

Dieses additive Verhalten der \j, insbesondere der Streuungsquadrate, ist
von grosser Bedeutung: hierin liegt das Gesetz der grossen Zahlen, die Aus-
gleichung des Zufalls bei Massenerscheinungen. Werden n gleichgute (dersel-
ben Vertheilung unterliegende) unabhéngige Beobachtungen mit dem mittleren
Fehler /A2 gemacht, so ist der mittlere Fehler fiir die Summe der beobachteten
Variablen v/n)g, fiir ihr arithmetisches Mittel \/¥ ; dieses ist \/n mal genau-
er als die einzelne Beobachtung. Machen n Spieler unabhingig von einander
dasselbe Spiel mit dem Risico v/A2, und treten sie dann zu einer Gesamtheit
zusammen, die Gewinn und Verlust gleich vertheilt, so ist das Risico der Ge-
samtheit v/n)s, das des einzelnen Spielers \/¥ .

Genauere Aussagen erhalten wir durch Verbindung mit der Tschebyscheff-
schen Abschiitzung (4) oder (5). Nennen wir kurz fiir eine Variable z die Ab-
weichung = — p; des = von seinem wahrscheinlichen Werth py = M x die Ab-
weichung dieser Variablen.

Seien nun &7,&,, ... von einander unabhiingige Variable, o, = M¢&,, z, =

&, — a,, die Abweichung der Variablen &,; ferner

N = §1+€2++€n
Brn = artazt-tay (12)
Yn = M= Pn=z1+22+ -+

also 7, die Summe der ersten Variablen und y,, ihre Abweichung. Nach (11) ist
Me(Yn) = Ae(1) + Me(z2) + -+ + M) = Nk n (13)

WO A, also der Durchschnitt (das arithmetische Mittel) aus den k'°® loga-
rithmischen Momenten der ersten n Variablen ist. (Fir k& > 2 ist A\g(z,) =
Ae(&n),  AMe(yn) = Ae(mn); dagegen Ai(z,) = 0, Mi(§n) = an 5 Mi(yn) =
0, A (nn) = Brn). Haben z. B. alle Variablen dieselbe Vertheilung mit den lo-
garithmischen Momenten Ag, so ist Ay, = Ax. Die Formeln (8) geben, da
AL (yn) =0,

pa(yn) = Xa(yn) =ndon
pa(yn) = Aalyn) + 3)‘2(yn)2 =nXn + 377'2)‘%,17, (14)

Bl. 36
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Die Formel (5) giebt, fiir kK = 2 auf y,, angewandt
1

w (gnl 2 ty/mdam) <

oder, wenn man t = y/n ¢ setzt (¢ > 0)

n 1
w (M >e r21n> <L
n

ne?

| Ist \/A2,, beschrankt < L, so ist
n 1
w (M > e£> <=
n ne
oder ] o
Yn
<) >l - =
w< n > - nd?

die Wahrscheinlichkeit, dass 22 zwischen beliebig engen Grenzen +§ liege, con-

Un
vergirt fiir n — oo nach 1. |
Also bei festem e:

I. Die Wahrscheinlichkeit, dass das Mittel

Yn _ 1
n n

1
aus den Abweichungen der ersten n Variablen absolut > €4/ A2 sei, ist < —

und convergirt also mit n — oo nach 0.

Das ist die erste Form des Gesetzes der grossen Zahlen.

e 1(51—a1+---+§n—an)

ne

Wenn insbesondere alle Variablen dieselbe Streuung /A2 haben, so ist die
1

Wahrscheinlichkeit, dass jenes Abweichungsmittel absolut > ev/As sei, < poye
n

und convergirt mit n — oo nach 0.
Beispiel. Beim nte

Versuch sei die vollstdndige Disjunction A,, B, mit den

Wahrscheinlichkeiten py,, ¢, (pn+¢n = 1) zu entscheiden; A,, werde der giinsti-
ge Fall des n'*®™ Versuches genannt. Die Variable &, sei = 1,0, jenachdem
Ay, By, eintritt. Dann ist 7, die Anzahl derjenigen unter den n ersten Versu-

chen, bei denen A, eintritt, kurz die Hdiufigkeit der giinstigen Fille, i die
n

relative Haufigkeit. Ferner ist

Mgn:pn']-"_qn'o = Pn:Mﬁfw

Qp = Pn, )\Z(xn) = M&% - (an)2 = pn(]- - pn) = Pndn

(vgl. die erste Formel (10)). |



Also B, =p1+ - +ppund Ay, = Pt ot Pnln g, ergiebt sich:
n

II. (Satz von Poisson). Es werde eine Folge unabhdingiger Versuche gemacht;
beim n'e"  Versuch sei p, die Wahrscheinlichkeit des giinstigen Falls. Die
Wahrscheinlichkeit, dass bei den ersten m Versuchen die relative Hdufigkeit

i des giinstigen Falls vom arithmetischen Mittel = = Pt At der
n n

n

Wahrscheinlichkeiten um mindestens den Betrag €+/A2, abweiche (Aa, =

P1(J1+"'+PnQn)
n

1
, ist < — und convergirt also fiir n — oo nach 0.
ne
Insbesondere, wenn alle p, = p:

II1. (Satz von Jakob Bernoulli). Es werde eine Folge unabhdingiger Versuche
gemacht; bei jedem Versuch sei p die Wahrscheinlichkeit des giinstigen Falls.
Die Wahrscheinlichkeit, dass bei den erstenn Versuchen die relative Haufigkeit

1
des giinstigen Falls von p uwm mindestens den Betrag £,/pq abweiche, ist < —
ne
und convergirt also fiir n — oo nach 0.

Hierbei ist 0 < p < 1 vorausgesetzt (in (5) war ja pur > 0 angenommen).
Wir kénnen mit 6 = £,/pq, indem wir das complementéire Ereigniss betrach-

ten, auch sagen: |

III* Die Wahrscheinlichkeit, dass bei den ersten n Versuchen die relative
Hiufigkeit des giinstigen Falles zwischen den (beliebig engen) Grenzen p +

liege, ist > 1 — % und convergirt also fiir n — oo nach 1.
Diese Sétze sind wegen ihres elementaren Charakters werthvoll; allerdings
lasst sich die Tschebyscheffsche Abschitzung verschérfen. Auf Grund von III
kann man a priori angenommene Wahrscheinlichkeiten durch Versuchsreihen
bestétigen (resp. aus Versuchsreihen Wahrscheinlichkeiten a posteriori bestim-
men, Bayessche Regel). Z.B. fand Buffon unter 4040 Wiirfen mit einer Miinze
2048 mal Wappen; Albert Fleck erzielte unter 12000 Wiirfen mit einem Wiirfel
2029 1988 1985 1964 2003 2031
mal die Zahl
Fins Zwei Drei Vier Finf Sechs
Der Bernoullische Satz lisst sich dahin verschérfen:

IV. Es werde eine Folge unabhdngiger Versuche gemacht, bei jedem Versuch sei
p die Wahrscheinlichkeit des giinstigen Falles. Die Wahrscheinlichkeit, dass die
relative Haufigkeit des giinstigen Falls bei den ersten n Versuchen mit n — oo

nach p convergirt, ist gleich 1.

Aber dieser Satz ist von anderem Character als IIT und bezieht sich auf

BI. 40
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unendliche Ereignisfolgen (z.B. kommt die Wahrscheinlichkeit in Frage, dass
bei allen Versuchen vom n*®® ab die relative Hiufigkeit zwischen p & § liege),
so dass wir ihn erst in §4 beweisen konnen. Auch muss dazu (15) verschérft
werden, so dass eine hohere Potenz von n im Nenner steht. Wenden wir (5) fiir
k =4 auf y,, an, wobei die zweite Formel (14) zu beachten ist, so kommt

1
o (> s i) < &

oder wieder mit t = \/n ¢

lynl 4 1 1
L > e[ 3)2 M | < 16
w<n Z € 2,n+n47 = 2.4 ( )
Ist z. B. die N fiir alle n beschrankt,
2 1 4
3>‘2.n + _)\4’71 <L )
' n
So ist erst recht
w lynl >el | < L (17)
n o ~ n2et

und dann wird sich in der That ergeben: die Wahrscheinlichkeit, dass %= — 0,
ist gleich 1. Das gilt z. B., wenn alle Variablen dieselbe Vertheilung haben:

1
33+ ~M < 3A3 + [ A\al.

| Logarithmische Momente eines Variablenpaares. Kehren wir zu einem Varia-
blenpaar (z,y) zuriick, wo x,y nicht mehr unabhéngig zu sein brauchen. Durch
die Potenzreihe (u, v beliebige, hinlénglich kleine reelle Zahlen)

log Me" ¥ = 3~ o hn (Moo =0)

m,n=0

definiren wir die logarithmischen Momente Ay, , = Am.n(x,y) des Variablen-
paares. Ersetzt man u,v durch tu,tv und betrachtet u, v als fest, so ist ande-
rerseits

uzx+v S P
10gM€t( +vy) :2; p )\p(ux—l—vy)
p:

und das giebt:

P
Ap(uz +vy) = Z < )umvp_m/\mm—m(x’y)'

m=0



Z.B. mit den fritheren Bezeichnungen piy,, = M (z™y")

p(ux +vy) = piou + porv
p2 (uz + vy) f20u” + 211U + poav?
pa(uz +vy) = pzou’ + 3pouv + 3piouv® + pozv’

und nach (7)

A(uz +vy) = piou+ po1v
Xo(uz +vy) = (p20 — pio)u” + 2(pa1 — paopor)uv + (po2 — pgy )0
also
Ao = Hi0, Ao1 = Hot,
A2 = H20 — ,u%o, Al = H11 — H10M01, Aoz = Ho2 — ,U(2)1

Allgemein ist A0 = A (), Ao,n = An(y). Bel unabhéingigen ,y ist nach
einer fritheren Formel (nach (11) ) A, (ux +vy) = u" A\, (z) + 0" A\ (y), also alle
»gemischten® logarithmischen Momente 0. Bei abhéingigen ist im Allgemeinen
schon

A1 = pi1 — paopor = M(zy) — M ()M (y) = Z (Wik — Di Qr) TiYk
ik

ALt

von 0 verschieden; man nennt den Correlationscoefficienten von z,y,

da er einen Massstab fiir die Abhanzgig(i?eit giebt (ohne dass etwa sein Verschwin-
den bereits die Unabhiingigkeit garantirte). Er ist absolut < 1, da Ay (uz+vy) =
X202 + 21100+ Agav? > 0, also )\20/\02—/\%1 > 0 ist. Er ist absolut < 1, da (un-
eigentliche Vertheilung mit nur einem Punkt ausgeschlossen) die quadratische
Form Aa(uz + vy) = Agou? + 2A11uv + Aogv? definit positiv, also AggAoz — A2,
positiv ist.

Indem man von z,y durch eine Coordinatentransformation (Bewegung) zu
andern Coordinaten iibergeht, kann man A9, Ag1, A11 zum Verschwinden brin-
gen. |

Fiir zwei von einander unabhéngige Variablenpaare verhalten sich die loga-
rithmischen Momente additiv:

A (@ + &y +1) = Amn(@,y) + A (§51)-

BI. 43
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| § 3. Zufallsspiele. Etwas iiber Versicherungsrechnung.

Aj, Ag, ... mogen eine vollstdndige Disjunction bilden mit den Wahrschein-
lichkeiten p1, po, ...; wenn A; eintritt, empfingt der Spieler X vom Spielgegner
Y den Gewinn g; und zahlt an ihn den Finsatz e; (der in der Regel = e, von
¢ unabhéngig ist), hat also den Reingewinn x; = g; — e; (der E 0 sein kann,
fiir 2; < 0 also einen Reinverlust). Wir haben eine Vertheilung (p;, z;) (die x;
nicht nothwendig verschieden) mit den Momenten M f(x) = > p; f(x;), ins-
besondere jp = > p;x¥. ;i ist der wahrscheinliche Reingewinn, ps — p2 =
M (x — p1)? = Ny das Quadrat der Streuung oder des Risicos.

Das Spiel heisst gerecht, wenn p; = 0, fiir den Spieler X giinstig (ungiinstig),
wenn g1 > 0 (< 0). Das hat folgenden Grund. Handelt es sich z. B. um eine
Lotterie, wo @ = a1 + a2 + - - - Loose mit den Gewinnen g1, g2, . .. gezogen wer-
den, so ist fiir den Spieler eines Looses p; = %, x; = g; — e, wenn e den Preis
eines Looses bedeutet. Werden sédmtliche Loose verkauft, so hat der Lotterie-
unternehmer ae erhalten und 3" a;g; auszuzahlen; wenn er weder Nutzen noch
Schaden haben will, ist > a;g; = ae, > . pigi=-¢e, > pi(gi—e)=>. pix; =0.

Ferner: wird das Spiel in unabhéngigen Wiederholungen gespielt und ist y,,

Bl. 46 die Reingewinnsumme der ersten n Spiele, 2% — 1i; = ¢, | so besagt das Gesetz

der grossen Zahlen (§ 2): w(|e,| < €) — 1 (oder nach der spéteren Verschiirfung:
w(e, — 0) = 1). Fiir p1 > 0 macht also der Spieler voraussichtlich einen unbe-
grenzt wachsenden Reingewinn y, = n(u1 + €,), fiir 41 < 0 einen unbegrenzt
wachsenden Verlust; fiir 43 = 0 wird sich Gewinn und Verlust im Mittel aus-
gleichen, = zwischen beliebig engen Grenzen liegen.

Ein ungerechtes Spiel kann man nach der Formel Mz = puy + M (x — p11) so
auffassen: der Spieler macht ein gerechtes Spiel mit dem Reingewinn x; — py
und hat ausserdem die Summe p; im Voraus zu empfangen (resp. zu zahlen,
wenn f < 0).

Macht ein Spieler zwei Spiele zugleich, gleichviel ob abhéngig oder unabhéngig,
so ist p1(x +y) = pi(z) + pi(y). Bei unabhéngigen Spielen addiren sich die
Risicoquadrate: Az (x + y) = A2(z) + A2 (y).

Die Wahrscheinlichkeitsrechnung soll hidufig Auskunft geben, ob ein Spiel
rathsam ist. Sie kann nur feststellen, ob das Spiel giinstig ist oder nicht (u E 0)
und wie gross das Risico ist. Das Ubrige ist Sache des Spielers. Ein Spiel mit
hohen, selbst wenig wahrscheinlichen Verlusten ist auch bei geringem Gesamt-
Risico unverniinftig. Es kommt auch der Zweck des Spieles (Versicherung!) in

Bl 47 Betracht, der selbst ungiinstige Spiele rathsam machen kann. |

Das Petersburger Paradoron. Eine Miinze wird n mal geworfen; zeigt sich
Bild zuerst beim %" Versuche, so erhilt der Spieler den Preis g; = 27, zeigt
sie immer Schrift, so erhélt er nichts. Bei gerechtem Spiel ist der Einsatz

n

N %, 0
‘L ST



Denkt man sich das Spiel unbegrenzt fortgesetzt (§4), so miisste e unendlich
sein. Dies Spiel ist natiirlich trotz der Gerechtigkeit dusserst unverniinftig: hohe
Verluste mit grosser, noch hohere Gewinne mit kleiner Wahrscheinlichkeit.

Beim Roulettespiel den Vortheil der Bank zu bestimmen. Von den 36 Nummern
1,...,36 besetzt der Spieler a(=1,2,3,4,6,9,12, 18) mit dem Gesamteinsatz e
und erhélt, wenn die Kugel in eine seiner Nummern fillt, den Gewinn g = e- 3—f.
Die Gewinnwahrscheinlichkeit ist aber nur p = z=, da noch eine Nummer 0
(Zéro) vorhanden ist. Also u1 = pg—e = e - % — e = —3=, der Gewinn der
Spielbank ist 3—17 der Einsdtze. Bisweilen wird das fiir den Spieler giinstigere
Verfahren geiibt: wenn 0 fillt und beim néchsten Spiel eine der Nummern des

Spielers kommt, erhélt er den Einsatz zuriick. Dann ist 3 = 529+ % gpe—e =

—37(1 — 3%), also z. B. fiir a = 18 nur etwa die Hélfte des vorigen Verlustes. |

Wenn ein Spieler, immer auf 18 Nummern setzend, solange ,,doublirt“ (d. h.
e,2e, 4e, ... setzt), bis er einmal gewinnt, und wenn dies zuerst beim n'®™ Spiel
der Fall ist, so hat er 2"e gewonnen und e(1 +2 +---+2"71) = ¢(2" — 1) ver-
loren, also einen Reingewinn = e. Die Wahrscheinlichkeit, innerhalb der ersten
n Spiele wenigstens einmal zu gewinnen, ist 1 — ( é—?)" und wiirde sich durch
Vergrosserung von n beliebig nahe an 1 bringen lassen, wenn n nicht durch die
Hohe seines Vermoégens und durch den von der Bank festgesetzten Maximal-
einsatz begrenzt wire. Er spielt also ein unverniinftiges Spiel: ein hoher Verlust
e(2™ —1) mit geringer Wahrscheinlichkeit, dem ein geringer Gewinn e mit hoher

Wahrscheinlichkeit gegeniibersteht.

Lotto (genuesische Zahlenlotterie, im 17. Jahrhundert aus Wahlwetten ent-
standen). Von s Nummern werden o gezogen. Die Wahrscheinlichkeit, dass
eine im Voraus bestimmte Nummer gezogen wird, ist p; = o : s. Der Spie-
ler bestimmt im Voraus eine Nummer und setzt darauf e; bei gerechtem Spiel
miisste er, wenn seine Nummer gezogen wird, den Gewinn g = il erhalten.

Besetzt er [ Nummern mit dem Gesamteinsatz e (d. h. jede mit dem Einsatz §)
und werden A seiner Nummern gezogen, so muss er fiir jede dieser den Gewinn

4, also insgesamt den Gewinn % g erhalten.

Oder man spielt auf Nummernpaare (Amben). Es sind (5) Amben vorhanden,
(;) werden gezogen; die Wahrscheinlichkeit, dass eine im Voraus bestimmte
Ambe gezogen wird, ist ps = (‘2’) : (;) Ist der Einsatz fiir diese Ambe e,
so muss der Gewinn g = p% sein. Besetzt der Spieler [ Nummern mit dem

A
Gesamteinsatz e, so muss er den Gewinn % g erhalten, falls A seiner Nummern

2
_&_

(2)
also fiir jede seiner gezogenen (;‘) Amben den Gewinn % erhalten.
2

gezogen werden; denn er hat (é) Amben, jede mit dem Einsatz besetzt, muss

Ebenso kann man Terne u.s.w., allgemein fiir m < ¢ Combinationen C,,

von m Nummern spielen. p,, = (ZL) : (fn), g = ﬁ, und wenn A von den [
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Fiir s =90,0 =5 ist p; = % = 1—18, po = % = ﬁ usw. Die Lottobanken
geben natiirlich nicht die Gewinne 18e, 400, 5 - e, usw., sondern viel kleinere.

Ubrigens kénnte diese Darstellung Zweifel lassen, ob z. B. [ Nummern soviel

wie (é) Amben bedeuten. Die Wahrscheinlichkeit, dass unter | Nummern A

Nummern des Spielers gezogen werden, muss er den Gewinn g erhalten.

gezogen werden, ist (i) (;:ZA) : (), gleich der Wahrscheinlichkeit, aus einer
Urne mit s Kugeln, darunter o weissen, bei Ziehung von [ Kugeln \ weisse zu

A
finden. Hierauf soll nun der Gewinn ET; g gesetzt sein. Dann ist bei gerechtem

Spiel der Einsatz

€= (jnjq(;) %: <i> <US:IA) (:%> - (g) EA: <i_‘Tn) (‘j:i)

Gm) _ ()

=g — = g = gpm Wie oben.
() (m)
Lotterie. Unter s = s1 + s2 + -+ - + s, Loose werden s; Gewinne g1,..., Sp,

Gewinne g, verloost. Der Einsatz fiir ein Loos betrigt g = > 2 g;, das Risico
r beim Spielen eines Looses ist gegeben durch

S; 1
=) Slei—9? =2 sigl - 9"

Wie gross ist das Risico beim Spielen von o Loosen? Nicht /o 7, da ja die Loose
nicht von einander unabhéngig sind, sondern 1/%7“. Némlich: Die Wahr-
scheinlichkeit, dass die o Loose des Spielers o1 mal den Gewinn ¢1,..., oy,
mal den Gewinn g, erzielen, ist W = (;i) - (ff’;) () (o4 +on=0).
Sein Gewinn betrigt dann G = 01g1 + - -+ + ongn (sein Reingewinn G — og),
sein Risicoquadrat ist R =Y W(G —0g)? =Y. WG? — (3. WG)?. Da nun

(die Summe immer iiber die o1,...,0, mit o1 + - - + 0, = o erstreckt) |




B oloc—1 _ o(c—1)
Z Woi(op — 1) = s1(s1 — 1)8(8 1y Z Woio9 = 5152 s(s—1)
o(o—1) 20(0 —1) o(s — o)

9 o
E Wo? =s1— + 1
L= s s1(s1 ) s(s—1) 51 s(s—1) 51 s(s—1)

und das Analoge, wenn man oy durch o; oder 109 durch o;0y, (i # k) ersetzt.
Demnach ) WG =3 g;> Wo; =) gisiZ = og, wie schon bekannt.

X:VVG2 = Z gz‘QZWUz‘Q+22 giQkZWUz'Uk

% i<k

5[ go(oc—1 o(s—o) o(oc—1)
¥ [ T e s S

i i<k
20(c—1) 5 o(s—o0)
= (Z Szgz) m+z S = 1)
Mit > sigi = sg, . sig2 = s(g> +r?)  wird also

2 s 2 2 2‘7(5_‘7)_ 2 2 20(s —0)
ZWG = 8_10'(0'—1)g +(g +7')ﬁ—0'g +Tﬁ,

| R? =72. ”8‘:1”), wie behauptet.

Wollen wir allgemeiner auf die Moglichkeit, halbe Loose und dgl. zu erwerben,
Riicksicht nehmen, so behandeln wir die Aufgabe so (indem wir die Gruppen
gleicher Gewinne in einzelne auflésen): unter die s Loose werden die Gewinne
91,92, - - -, gs verloost; wir setzen wieder sg = Y g, s(g®> +7%) = ¢2; so
dass g der Einsatz fiir ein Loos, r das Risico fiir ein Loos ist. Der Spieler kauft
von den Loosen 1,2,. .., s die Bruchtheile ¥4, 3, .. ., 95 (d. h. er bezahlt fiir das
it Loos ¥;g und bekommt das ¥;-fache des auf das Loos fallenden Gewinns
ausbezahlt. Z.B. ¢; = % oder 0 < ¢; < 1, ev. auch ¥; beliebig). Setzen wir
s9 = Y i, s(9? + p?) = Y92 Die Verloosung fithrt nun dazu, dass die
Gewinne g1, ..., gs auf die Loose i1, s, ...,1s treflen, wo dies eine Permutation
von 1,...,s ist; die Wahrscheinlichkeit dafiir ist % Der Spieler macht dabei
den Gewinn G = Y gi ¥, , den Reingewinn G — s g, sein Risico R ist gegeben

durch

2 2
R:%Z <G—$ZG> :%Zcﬂ— (éZG) :
wo die Summe ) iiber alle Permutationen zu erstrecken ist. Man hat danach
S o= (Wit +0)(s— 1) =5, Y 07 =807+ p%)
> 0, = 20102+ -+ U 10n)(s — 2)! =

[(Z 9, Z’ﬂ (s = 2)! = [*0° — (9 + p)](s - 2)!

2
— 92 P
S 85_1
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| Damit folgt

YG=(g1+ - +gs)sl0=slsg¥
NG = (g7 +--+g5) st (9 +p*) 4 209192 + - + gn-19n) [s!ﬁz—s!;’%}

=502 + )02 4 p) + [5%0% — s(g® 4 12)] [s1 92 — 5125
TG =5(g? + ) (0 + %) + [s(s — 1)g” — 517 (’92 - ”Ti)
= 29292 + Ssjlrsz,

92 S
R?* = =r?p?, R= —Z=rp.

s

p ist die zur Loosbesetzung 1, . .., 1, gehorige Streuung: p? = 1 Y (9; — 9)2.

S
Der vorige Fall, Besetzung von ¢ ganzen Loosen, ergiebt sich hier aus v, =

c=, =1, Ppyy = - =0, =0: 50 =0, sW2+p?) =0, p?=
olsza) g2 — 2l=9);2 wie ghen.

Folgerungen: das Risico ist dasselbe bei complementiren Loosbesetzungen (¥;
und 1—1;), z. B. bei Besetzung von ¢ oder s — o ganzen Loosen. Bei Erwerbung
o(5—o0)

von 20 halben Loosen ist das Risico 1
5 —

-r kleiner als bei o ganzen, u.

dgl. |

Der Ruin der Spieler. A und B machen eine aus einzelnen Spielen bestehende
Partie; bei jedem Spiel gewinnt A von B den Betrag o mit Wahrscheinlichkeit p
oder verliert an ihn den Betrag 8 mit Wahrscheinlichkeit ¢ = 1 — p. Ein Spieler
gilt als besiegt, wenn sein Vermogen < 0 geworden ist. Wahrscheinlichkeit, dass
A siege, wenn die Vermdogen zu Beginn der Partie a, b betragen?

Es ist sofort zu vermerken, dass nur drei Moglichkeiten vorliegen: A siegt,
A wird besiegt, oder die Partie kommt bei unbegrenzter Fortsetzung zu keiner
Entscheidung. (Wir iiberschreiten also damit schon den bisherigen Bereich der
elementaren Wahrscheinlichkeiten, wo die Disjunction nur endlich viele Félle
umfasste). Ist ¢(z) die Wahrscheinlichkeit, dass A siege, wenn sein Vermogen
gerade = betrégt, so ist mit Riicksicht auf die Moglichkeiten des néchsten Spieles

p(z) =pp(z+a)+qp(z —B)

und aus dieser Functionalgleichung ist x fiir die Argumente a +ma —nf (m,n
ganze Zahlen > 0) des Intervalls [0,a + b] zu ermitteln, wihrend fiir z <
0, ¢(z) = 0 und fiir z > a+ b, p(r) = 1 zu setzen ist. Die Behandlung
dieser Gleichung ist im Allgemeinen ziemlich umsténdlich.

Im Falle « = 8 =1, a,b natiirliche Zahlen erhilt man |

p(z) = pp(z+1)+gp(x—1)
plp(z +1) —p(z)] = qlp(x) -z —1)]



Das giebt wegen ¢(0) = 0, wenn ¢(1) zunéchst = k gesetzt wird:

o) = o) =k L o) - o) = k- (g) ,
o) —plx—1)=k- (%)_ (z ganze Zahl)

p(r) =k

q q 2 q x—1 1_(g)m
1+—+<—> +---+(—) =k ——
PP P =2

und wegen ¢(a +b) =1

o) = )
(@)
zu Beginn der Partie also
- ()
p(a) = =P
(@)

(Hierbei wurde p # ¢ vorausgesetzt; fiir p = ¢ erhélt man P = a%_b)

Die Wahrscheinlichkeit @, dass B siege, ist (Vertauschung von p, a mit g,b)

)b

1—
a-+b

(
QZW

— s

(ev. Q = a%_b) Es ist

PrQ= A U 9|
- pa-l—b _ qa+b qa+b _ pa+b

:]_7

die Wahrscheinlichkeit R, dass die Partie unentschieden bleibt, also = 0, obwohl
dieser Fall nicht unmoglich ist (§4).

Was geschieht, wenn A gegen einen Spieler B von ausserordentlich grossem
Vermogen spielt? Das ist anndherungsweise der Fall des einzelnen Spielers ge-

geniiber einer Spielbank, aber auch der Fall der Spielbankl gegeniiber dem sich
besténdig erneuernden Spielerpublicum. Man hat fiir b — oo

falls p>gq : P—>1—(g>7 Qﬁ(g)
p p

falls p<gq : P — 0, Q—1

A hat also, wenn das Spiel fiir ihn ungiinstig oder falls es gerecht ist, praktisch
die Gewissheit ruinirt zu werden (Q — 1); ist das Spiel fiir ihn giinstig, so ist
die Wahrscheinlichkeit seines Ruins nicht 0, sondern (%)“, also immerhin klein,
wenn sein eigenes Vermogen gross ist. Der Spieler an einer Spielbank, wo er ja
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ungiinstiges Spiel spielt, ruinirt sich also bei unbegrenzter Fortsetzung sicher;
andererseits bedarf die Spielbank eines fiir sie giinstigen Spieles, wenn sie nicht
selbst mit Sicherheit ,,gesprengt® werden will, und diese Moglichkeit besteht
selbst dann noch.

Diese Ergebnisse widersprechen nicht dem Gesetz der grossen Zahlen. Die
Summe s, der Reingewinne von A bei den ersten Spielen konnten wir =
n(p — q + €,) setzen, wo w(le,| < €) — 1, oder sogar w(e,, — 0) = 1. Bei
p > q wird der durchschnittliche Reingewinn *= voraussichtlich 0 oder positiv
sein; trotzdem kann die Wahrscheinlichkeit (), dass mindestens einmal s, < —a

noch positiv oder sogar nahe an 1 sein.

Versicherungsrechnung. Fine Andeutung iiber die Berechnung der Primien
bei der Lebensversicherung sei hier gegeben.

Fiir eine x-jdhrige Person sei p, die Wahrscheinlichkeit, nach 1 Jahr noch
zu leben, ¢, = 1 — p, die Wahrscheinlichkeit, im Laufe des néichsten Jahres
zu sterben. Also p,p,+1 die Wahrscheinlichkeit, nach 2 Jahren noch zu leben,
DzDa+1 - Dy—1 die Wahrscheinlichkeit, das Alter y zu erreichen. Wir gehen
von einem Anfangsalter a aus und setzen, unter [, einen willkiirlichen Pro-
portionalitétsfactor verstanden, fiir > a (z immer ganzzahlig angenommen)

loy =laPaPati - Pe—1, S0 dass nun li (y > x) die Wahrscheinlichkeit fiir einen

x-jahrigen ist, das Alter y zu erreichen. Die Zahlen

l(l) l(L+1 ) l(l+2 )

bilden die ,,Tafel der Lebenden“; man kann sich eine Urne mit [, Kugeln vor-
stellen, von denen im ersten Jahr [, — [, herausgenommen wurden, also nach
einem Jahr noch [,4; iibrig sind, u.s.f. Diese Wahrscheinlichkeiten resp. die
Zahlen [, sind durch statistische Erhebungen zu ermitteln.

Ferner ist hier, da es sich um Zahlungen zu verschiedenen Zeitpunkten han-
delt, die Verzinsung zu beriicksichtigen. Eine heutige Zahlung 1 erlangt durch
Verzinsung in einem Jahre den Werth r (z.B. r = 1,04 bei 4 % jihrlich), in
2 Jahren den Werth 72, in n Jahren den Werth 7. (Es muss Zinseszins, die

einzige mathematisch unanfechtbare Art, | gerechnet werden). Umgekehrt: eine
in n Jahren fillige Zahlung 1 hat heute nur den Werth %n =p" (p = %, r
Aufzinsungs-, p Abzinsungs- oder Discontirungsfactor). Wir betrachten nun ei-
nige einfache Versicherungen.
(A) Der z-jdhrige soll in n Jahren, wenn er dann noch lebt, die Summe 1
erhalten.

Dieser ,,Gewinn“ hat heute den Werth p", die Wahrscheinlichkeit, ihn zu

l
erlangen, ist ”n, also der dafiir zu zahlende , Finsatz*“ bei gerechtem Spiel
xr
l D
ml—-i_n p". Man bringt das auf die Form m+n, indem man
xr x

Dy = lp"



setzt (discontirte Zahlen der Lebenden).
(B) Der z-jihrige soll (sofort beginnend) eine lebenslingliche Jahresrente 1
erhalten.

Der Einsatz dafiir ist die Summe der vorigen fiir n =0,1,2,..., d.h.
1 E,
" Dx( o+ Dag1+ Dago+-+) D,
wo E, = Dy+Dyy1+Dyio+---

gesetzt ist (die Reihe bricht am Ende der Tafel ab).
(C) Der z-jihrige (d. h. seine Erben) soll am Ende seines Sterbejahres die Sum-

me 1 erhalten. |
Der Tod kann im Laufe des n*® Jahres (n = 1,2,...) eintreten; die Zahlung
hat dann den heutigen Werth p", die Wahrscheinlichkeit, sie zu erlangen, ist

lygn—1—1
M, also der heutige Gesamteinsatz

la
= lm-{—n—l - lm—i—n = po+n—1 - Dm—i—n
PT = Ly L
g Zl I r Zl D
pEy — Epy1 Dy —(1—p)E,
= = = ]_ — ]_ — T
D, D, (1=pR

Soll diese Versicherung hingegen nicht durch einmalige Zahlung P,, sondern
durch eine (sofort beginnende), lebenslidnglich zu zahlende Jahrespramie p,
erworben werden,! wofiir der heutige Einsatz p, R, wiire, so ist

P, 1
== —(1=p)

R, Ry
Entsprechend sind abgekiirzte Versicherungen (die soeben besprochenen waren
lebenslénglich), solche mit arithmetisch steigenden oder fallenden Primien oder
mit Riickgewéhr bezahlter Jahrespramien (bei denen noch die Zahlen

einzufithren sind), Versicherungen auf verbundene Leben (Ehepaare) u.s.w. zu
behandeln. Wir erwiahnen nur noch einen Begriff, die Pramienreserve = Gut-

haben des Versicherten bei der Versicherungsgesellschaft. | Hat ein z-jéhriger
die Rentenversicherung (B) abgeschlossen und lebt er im Alter y noch, so hat
die Gesellschaft jetzt eine Verpflichtung gegen ihn, ndmlich R,. Denn soviel
miisste ein neu Beitretender zahlen, wihrend unser Versicherter durch seinen
fritheren Beitritt diesen Betrag guthat.

Ebenso, wenn er die Kapitalversicherung (C) gegen einmalige Zahlung P,
abgeschlossen hat, hat er, wenn er im Alter y noch lebt, dann das Guthaben
P,.

Inicht mit der anfangs erklirten Wahrscheinlichkeit p; zu verwechseln.
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Wenn er jedoch gegen jéhrliche Préamie p, abgeschlossen hat, so hat auch
er eine Verpflichtung, nédmlich, als y-jahriger lebensldnglich die Pramie p, zu
zahlen; diese Verpflichtung belduft sich auf p, R, und sein Guthaben ist P, —
pzRy = (py—pa)Ry. Man kann auch sagen: er miisste, wenn er jetzt beitréte, die
hohere Jahresprémie p, zahlen, hat also die Differenz, d. h. eine lebenslingliche
Rente vom Betrage p, — p, gut, deren jetziger Einsatz

(Py — Pa) Ry ist.
| §4. Allgemeine Wahrscheinlichkeiten

Die elementaren Wahrscheinlichkeiten beruhten auf einer vollstéindigen Dis-
junction endlich vieler, gleichwahrscheinlicher Fille; sie sind rationale Zahlen.
Man kann aber auch ungewisse Aussagen oder Ereignisse in Betracht ziehen, bei
denen die moglichen Fille eine unendliche Menge M bilden, die giinstigen eine
endliche oder unendliche Menge G, wo also eine Vergleichung beider Mengen
durch Z#hlung ausgeschlossen ist.? Z. B. fragt man nach der Wahrscheinlichkeit,
dass eine dem Intervall [a,b] entnommene Zahl einem Theilintervall [a, §] an-
gehore, oder dass in einer Ziffernfolge (z1,22,...) (x, =0,...,9) nur endlich
viele Nullen auftreten.

Die nichstliegende Art, den Wahrscheinlichkeitsbegriff zu erweitern, ist die
Betrachtung abzahlbarer Ereignisfolgen A1, As, ..., wo also jeder natiirlichen
Zahl n ein Ereignis A, zugeordnet ist. Z.B. werde eine entsprechende Folge
von Wiirfelversuchen gemacht, A,, sei das Ereignis, dass beim n'*™ Wurf, oder
zuerst beim n'®™ Wurf, oder spitestens beim n'®® Wurf eine Eins geworfen
wird. Wir haben solche Folgen oder eigentlich nur ihre Abschnitte Ay,..., A,

schon betrachtet (Gesetz der grossen Zahlen). |
Wir definiren auch hier Summe und Product:

S=A1UAyU--- : wenigstens eins der A, tritt ein
P=AA5--- : alle A, treten ein.
Fiir die Gegentheile gilt wieder: S =A145---, P=A;UAyU---.

Fiir Ereignisse, die einander paarweise ausschliessen (A, A,, unmoglich fiir
m # n), schreiben wir auch S = A; + As +- - - und sagen, das sie eine Disjunc-
tion bilden, eine vollstindige Disjunction, wenn eins von ihnen eintreten muss.
Wir erweitern sodann das Axion (8) zum

Aziom (7). (Additionspostulat). Die Wahrscheinlichkeit, dass von abzihlbar
vielen, einander paarweise ausschliessenden Ereignissen eins eintrete, ist die
Summe der Wahrscheinlichkeiten der einzelnen Ereignissse:

w(Ar + Az +--+) = w(Ar) +w(Az) +--- (1)

2Die Cantorsche Mengenlehre bestimmt allerdings die Cardinalzahlen m, g solcher Men-
gen, aber der Quotient % hat keinen Sinn, ausser etwa in dem trivialen Falle g < m, wo man

£ — 0 setzen konnte. Oder fir G=M —-G: g<m, <=1



Darin ist das endliche Postulat (5) als spezieller Fall enthalten, wenn man
nédmlich A, 41, Apto,... als unmdéglich annimmt.

Die Reihe rechts ist im[w(A;) + -+ - + w(4,)] = limw(A; + --- + A,,), also
gewiss convergent und ihre Summe im Intervall [0, 1] gelegen, wenn bereits

0 <w(A; +---+ A,) <1 vorausgesetzt ist. |

Beispiel: es wird eine unbegrenzte Folge von unabhéngigen Versuchen gemacht,
bei jedem ist p > 0 die Wahrscheinlichkeit des giinstigen Falls (z. B. Wiirfe mit
einer Miinze, giinstiger Fall = Werfen von Bild, p = %) Wie gross ist die
Wahrscheinlichkeit, dass der giinstige Fall mindestens einmal auftrete? A,, sei
das Ereignis, dass der giinstige Fall beim n'*™ Versuche das erstemal eintrete,
A=A +As+ -

w(An) =q"'plg=1-p); w(d)=> ¢ 'p=p(ltg+i+ ) =——=1
1

(weil 0 < ¢ < 1). Man sieht hier, dass («) nicht umkehrbar ist: ein Ereignis mit
der Wahrscheinlichkeit 1 braucht nicht gewiss, eins mit der Wahrscheinlichkeit
0 nicht unmdglich zu sein.

Hier giebt es auch irrationale Werthe der Wahrscheinlichkeit. Die Wahr-
scheinlichkeit, dass der giinstige Fall zuerst bei einer quadratischen Versuchs-
nummer eintrete, ist fiir p = %, 2% + 2% + 2% + -+ = irrational (nicht periodisch
im dyadischen System). Man kann jede irrationale Zahl 5= + 57 + -+ in (0,1)
als w(Aq + Ag + - -+ ) erhalten.

Wahrscheinlichkeit, dass der giinstige Fall mindestens k& mal eintrete? (k
natiirliche Zahl) A,, sei das Ereignis, dass er das erste Mal nach n Versuchen &
mal eingetreten sei, d. h. beim n. Versuche eintrete und vorher k — 1 mal.

—1
w(Ay) = (Z B 1) pF¢" % (n >k, sonst A, unméglich).

A:Ak+Ak+1+"',|

w(A) =) (Z B i)pkq"_k = p’“[1+<]1€) g+ <k ;L 1) Pt =pr-g)F=1.

n>k

Wahrscheinlichkeit, dass der giinstige Fall nur endlich oft eintrete? Da die
Wahrscheinlichkeit, dass er mindestens £ mal eintrete, = 1 ist, ist die Wahr-
scheinlichkeit fiir das Ereignis By_1, dass er genau k — 1 mal eintrete, = 0.
B = By + By + --- = Ereignis, dass er nur endlich oft eintrete. w(B) =
w(By) + w(B1) + - -+ = 0. Die Wahrscheinlichkeit, dass der giinstige Fall co
oft eintrete, ist = 1.

Schreiben wir A C B (oder B 2 A) , wenn mit A zugleich gewiss B eintritt
oder B aus A folgt, d.h. A = AB. Dann ist B = AB + AB = A + AB, oder
w(A) < w(B) (alle fiir A giinstigen Fille sind auch fiir B giinstig, ausserdem
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aber konnen noch weitere Fille fiir B giinstig sein). Mit A C B ist A D B.
Man kann, fir A C B, statt AB auch B — A schreiben: B ohne A tritt ein.

Sei 57 C S5 C --- eine aufsteigende Ereignisfolge, d.h. jedes folgt aus dem
vorhergehenden; S = .S; U Sy U --- Dann ist

w(S) = limw(Sy), (2)

wo rechts der Grenzwert einer monotonen (aufsteigenden) Folge steht. In der
That setze man A; = Sy, firn>2 A, =S5,-15,, dann ist S,, = 5,_15, +

Sp—1Sn, = nfl-l-An, Sp,=A1+As+---+A,und S = A; + Ay +--- , SO
dass (2) aus (1) folgt.

Ist P, O P, D --- eine absteigende Ereignisfolge (jedes ist Consequenz des
nachfolgenden), und P = PPy --- | so ist

w(P) = limw(P,). (3)

Folgt aus (2) durch Complementbildung.
Fiir eine beliebige Ereignisfolge A1, As, ... sind

S, =A1U---UA,, P,=A---A,

solche auf- resp. absteigende Folgen, zugleich ist
S=A1UA2U-~251USQU-~, P=A1A2---:P1P2---,

also
w(AluAQU---):hmw(Alu-'-UAn) (4)

w(AyAg -+ ) =limw(A; - Ay) ()
Mit einer Ereignisfolge A1, As, ... bilden wir noch folgende Ereignisse:

A :  unendlich viele A,, treten ein.
Ao . fast alle A, treten ein.

(fast alle, d. h. alle bis auf héchstens endlich viele Ausnahmen). Man nennt dies
den oberen und unteren Limes der Ereignisfolge

A =limsup 4,, As =liminfA,.

Dabei ist Ao, € A*°; wenn beide Ereignisse identisch sind, nennt man dies
Ereigniss A den Limes der Folge

A=1im A,

und bezeichnet die Folge als convergent.
Ist B,, das Gegentheil von A,,, so ist B> = limsup B,, das Gegentheil von
Ay, Boo =lim inf B,, das Gegentheil von A*. Mit A,, ist auch B,, convergent



und B = lim B,, das Gegentheil von A.

Es gelten folgende Darstellungen:
A® = 8152"'; Sn,:AnUAn—i-lU"'
A = PUPU---, P,=AA 1.

Die zweite Formel ist evident (treten fast alle A, ein, so tritt ein P, ein,
und umgekehrt), die erste folgt am einfachsten durch Complementbildung. Da
hierbei die S, eine absteigende, die P, eine aufsteigende Folge bilden, ist

w(A®) =limw(4, UA,11U---) (6)

w(As) =limw(ApApyr -+ ), (7)

wo die rechts unter lim stehenden Wahrscheinlichkeiten nach (4)(5) zu ermitteln
sind. Ferner ist w(A, U Apt1 U--+) > w(A4,) > w(A,Angr---) und das giebt

w(A>®) > limsupw(4,) > liminf w(4,) > w(Ax).

Ist die Mengenfolge convergent, A = lim A,,, so folgt hieraus w(A) = limw(A,,).
Eine aufsteigende (absteigende) Folge ist immer convergent und hat die Sum-
me (Product) als Limes, so dass (2)(3) Sonderfille hiervon sind.
Aus der Formel (§1) w(AUB) +w(AB) = w(A) +w(B) folgt w(AUB) <
w(A) +w(B), ebenso w(Ay U---UA,) <w(A1)+ - +w(Ay,) und nach (4)

w(A1UA2+U)§w(A1)+w(A2)—|— (8

~

(was trivial ist, wenn die Reihe rechts divergirt oder einen Werth > 1 hat). |

Wenn die Reihe Y w(A,,) convergirt, ist w(A*) = 0. Denn nach (8) conver-
girt w(A, UApsq U--+) <w(A4y) + w(Aps1) + -+ mit n — oo nach 0.

Dies gestattet uns die am Schluss von §2 angedeutete Verschirfung des
Gesetzes der grossen Zahlen zu beweisen. Kniipfen wir an die damaligen Be-
zeichnungen (12) und an die Abschétzung (17) an: ist A, das Ereignis, dass

4

|Yn|

~= > g, so ist w(4,) < also > w(A,) convergent. Danach ist

n n2et 7
w(A*) = 0 und fiir das Gegentheil (B,, bedeutet lyn] <g) w(Bw)=1,d.h
n
mit der Wahrscheinlichkeit 1 ist schliesslich M < ¢, fiir irgend ein positives

n
. Bringen wir nun noch die Abhéngigkeit von £ zum Ausdruck, indem wir fiir

A*® Bo, A(e), B(e) schreiben; A(e) bedeutet: unendlich oft ] > e. Ble)
n

bedeutet: schliesslich M < . Sei nun
n

A:A(l)uA(%)u---, B:B(l)B(%)---
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[Yn

B bedeutet: fiir jedes k = 1,2, ... gilt schliesslich "

nach 0. Nun ist nach (8)

1
< —,d.h. In convergirt
k n

w(A>gw(A(1))+w(A<%>)+---=o+o+---=o,

also w(B) = 1 : mit der Wahrscheinlichkeit 1 convergirt I pach 0. | Dies gilt
n

z.B., wenn alle Variablen ¢, die gleiche Vertheilung haben. Insbesondere lésst
sich der Bernoullische Satz nun so formuliren (§2, IV):

Es werde eine Folge unabhéngiger Versuche gemacht, bei jedem Versuch sei p
die Wahrscheinlichkeit des giinstigen Falls. Die relative Hiaufigkeit des giinstigen
Falls bei den ersten n Versuchen convergirt (fiir n — oo ) mit der Wahrschein-
lichkeit 1 nach p.

Z. B. wird unbegrenzt oft ein Wiirfel geworfen, so convergirt die relative Haufig-
keit eines bestimmten Wurfes (z. B. 4) mit Wahrscheinlichkeit 1 nach §. Es be-
steht sogar die Wahrscheinlichkeit 1, dass dies fiir alle 6 Augenzahlen zugleich
geschieht; denn das Product B von endlich, sogar abzéhlbar vielen Ereignis-
sen B;, welche w(B;) = 1 haben, hat auch noch die Wahrscheinlichkeit 1 (die

Complemente A; haben w(A;) =0, also fiir A = A; U Ay U --- = Complement
von B: w(A) <040+ --- =0, w(B) = 1). Selbst wenn es sich also bei
jedem Versuch um eine unendliche vollstdndige Disjunction C1,Cs, ... mit den

Wahrscheinlichkeiten pi, p2, ... handelt, so besteht die Wahrscheinlichkeit 1,
dass sdmtliche relativen Hiufigkeiten von C; gleichzeitig nach p; convergiren.
Die Wahrscheinlichkeit 1 besteht, dass ein Decimalbruch jede Ziffer 0,1,...9
mit einer relativen Haufigkeit — 15 enthalte (Borel). |
Bildet man aus den Ereignissen A, die Producte von je zweien und ordnet
sie in einer Folge, so ist deren Summe

52 = A1As U A1 A3 U A A3 U -+

das Ereignis, dass mindestens zwei von den A,, eintreten; analog ist S2,..., S*

zu definiren (S' = A; U Ay U---; SY wire = der Gewissheit G zu setzen).
Diese Summen bilden eine absteigende Folge S D §1 D §2 D ... D A>®. Man
kann auch das Ereignis A¥ betrachten, dass genau k von den Ereignissen A,,
eintreten, wobei S*¥ = AF 4+ §%+1 und

Sk:Ak+Ak+l+Ak+2+._'+Aoo;
hierbei ist
A% = BiByBs--- (B,, Gegentheil von 4,),
Al = (A1B2B3"')+(BlAQB3"')+(BlB2A3"')+"'

analog A2, A3, ...
Nehmen wir an, jedes A, sei von dem Resultat aller ibrigen Versuche un-
abhingig und habe die Wahrscheinlichkeit p,,, B, die Wahrscheinlichkeit ¢,, =



1—py; zur Vermeidung von Ausnahmefillen sei 0 < p,, < 1. A,, werde beim n*®®

Versuche der giinstige Fall genannt, und wir sagen: es liege der Convergenzfall
C oder der Divergenzfall D vor, jenachdem Y p, convergirt oder divergirt.

(Wenn z. B. alle p,, = p sind, liegt der Divergenzfall vor). | BL. 70

Dann ist  w(A%) = q1gaqz - = (1 —p1)(1 —p2)(1 —p3) -+ = wp
und dies unendliche Product ist

positiv ] . C
{ 0 }HnFalle {D}

Ferner hat A1 ByB3 - die Wahrscheinlichkeit pigaq3 - -+ = wp - p—i und also

w; = w(Al) :wog—kwo@—i—-" .

q1 q2
Im Falle C schreibe man
b1 b2 Pn Pn
w1 = Wy —+—+)’da — =

<q1 ) Z Gn 1—pn

wegen p, — 0 convergirt. Im Falle D hat man w; =040+ --- = 0. Ebenso ist

wy = w(A?) im Falle (C)

- (plpz L s paps +) ,
q192 9193 G293

im Falle D wy = 0.

Kurzum: im Falle g sind alle wyZ0 (k=0,1,2,...)

Die Wahrscheinlichkeit, dass der giinstige Fall nur endlich oft eintrete (aber der
ungiinstige fast immer), ist

w(Boo) = wo + w1 +wa + -+

Im Falle (C) erhélt man dafiir 1, wie wir schon wissen; in der That ist

wo + w1 +wp + -+ = wo <1+&> <1+]2>"':w05Q1QQQB"':1-
a1 q2
|Im Falle D ist w(Bs) = 0. Also: BL 71

Convergenzfall : w(A®) =0, w(Bs)=1
Divergenzfall : w(A®) =1, w(Bx)=0.
Der giinstige Fall tritt mit Wahrscheinlichkeit 1, im { Convergenzfall endlich } oft

Divergenzfall unendlich
ein.
Weiteres hieriiber: E Borel, sur les probabilités dénombrables et leurs appli-
cations arithmétiques, Rend. Palermo 27 (1909); principiell ganz unklar.
Die Behauptung fiir den Convergenzfall gilt immer, die fiir den Divergenzfall
unter der Voraussetzung der Unabhdngigkeit.
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| §5. Allgemeine Vertheilungen und ihre Momente.
Additive Mengenfunktionen und Stieltjes-Integrale.

Die bisherigen Betrachtungen, insbesondere die von §4, schweben insofern
noch in der Luft, als sie sich auf Aziome stiitzen, denen wir iibrigens noch das
(bei elementaren Wahrscheinlichkeiten entbehrliche) Axiom

) w(4)=0

anreihen miissen. Es ist noch zu zeigen, dass die Axiome erfiillbar sind, d.h.
fiir einen gewissen Kreis von Ereignissen eine den Axiomen geniigende Wahr-
scheinlichkeit w(A) definirt werden kann. Z.B. kann ja ein Ereignis auf meh-
rere Weisen als Summe disjunkter Ereignisse darstellbar sein, A; + Ay +--- =
B;+ Bs+-- -, und es bedarf des Nachweises, dass dann w(A;) +w(Az)+--- =
w(B1) + w(Bg) + - -+ ist.

Wir machen jetzt den Ubergang zur Mengenlehre, indem wir ein Ereignis als
Menge der ihm gtinstigen Fdille auffassen; hierbei betrachten wir nur ein System
von Ereignissen A, bei dem die Menge M der mdéglichen Fille immer dieselbe
ist; A ist Theilmenge von M. Der Summe und dem Produkt von Ereignissen
entspricht Summe und Durchschnitt von Mengen; die bisherigen Bezeichnungen
sind bereits die der Mengenlehre. Das Complement A von A ist M — A; fiir
ACBist AB=DB - A.

Die Voraussetzung, dass alle betrachteten Ereignisse auf dieselbe Menge M
der moglichen Fille zu beziehen sind, kann ev. durch Combination verwirklicht
werden. Wenn man z. B. Wiirfe mit einem Wiirfel (mogliche Fille 1,2,...,6)
und mit einer Miinze (mogliche Félle B=Bild, S=Schrift) gleichzeitig betrach-
ten will, so sind die Paare (1, B)--- (6, B)(1,5)---(6,5) als mogliche Félle an-
zusehen. Wiirfelwurf 3 hat die giinstigen Félle (3, B)(3,5); Miinzenwurf Bild
hat die giinstigen Fille (1, B)--- (6, B); das Product beider Ereignisse hat als
Menge der giinstigen Félle den Durchschnitt beider Mengen, d.h. den einen
Fall (3, B).

Allgemein: ist M eine Menge moglicher Fille z, A eine Theilmenge von M,
und N eine Menge moglicher Fille y, B eine Theilmenge von IV, so betrachte
man die Menge P der moglichen Paare (z,y) (es braucht nicht jedes x mit
jedem y combinirt ein mogliches Paar zu bilden) und nennen A* die Menge der
Paare, fiir die z zu A gehort, B* die Menge der Paare, fiir die y zu B gehort (bei
geometrischer Deutung: A* die grosste Theilmenge der ebenen Menge P, deren
Projection auf die x-Achse C A ist). Die Ereignisse A, B werden dann durch
die Theilmengen A*, B* derselben Menge P dargestellt. (M* = N* = P).

Bei endlichen Mengen M, A konnte w(A) = 2 durch Zihlung der (als
gleichwahrscheinlich vorausgesetzten) Fille erkldrt werden. In §4, theilweise
schon frither (bei unbegrenzt fortgesetzten Spielpartien) trafen wir aber auf
unendliche Mengen; z.B. bei unbegrenzt wiederholtem Werfen einer Miinze
mit den Seiten 0,1 sind alle aus Nullen und Einsen in irgendwelcher Anord-
nung bestehenden Ziffernfolgen (z1,x2,...) als mogliche Fille anzusehen; sie



bilden eine (unabzéhlbar) unendliche Menge. Hier wird w(A) auf irgend einer
anderen Vergleichung, Messung, Wigung der Mengen A, M beruhen miissen.
Jedenfalls ist w(A) eine Mengenfunction, fiir alle oder gewisse Theilmengen von
M definirt, und eine der Bedingung (v)

w(Ay + Az 4+ ) = w(Ar) + w(Ag) + -+

geniigende Mengenfunction nennt man additiv (auch absolut additiv); sie ist
nichtnegativ, wegen (J), und wegen («) ist w(M) = 1. Diese letztere Bedin-
gung ist fiir unseren jetzigen Standpunkt zunéchst unwesentlich; ist p eine
positive Constante, so ist ®(A) = pw(A) ebenfalls eine nichtnegative, addi-
tive Mengenfunction mit ®(M) = u. Umgekehrt, ist (A) eine nichtnegative,

o(A
additive Mengenfunction mit ®(M) > 0, so ist w(A4) = 3 ((M)) eine unseren Po-
stulaten | geniigende Wahrscheinlichkeit, auch die relative Wahrscheinlichkeit
®(AB
wa(B) = CIE(A)) (®(A) > 0 angenommen) ist in gleicher Weise erkldrbar. Die

Wahrscheinlichkeit ist Quotient zweier Werthe einer nichtnegativen, additiven
Mengenfunction.  Wir konnen ®(A) als eine Art Mass (oder Gewicht) der
Menge A auffassen, und die Wahrscheinlichkeit beruht auf der Vergleichung
dieser Masse. Nennen wir die Mengen A, deren ®(A) definirt ist, messbar; das
System der messbaren Mengen heisse 9.

Uber dies System 9, das keineswegs alle Theilmengen von M zu umfassen
braucht, miissen wir auch noch eine Annahme machen. Wir haben doch, ohne es
ausdriicklich zu erwihnen, vorausgesetzt, dass mit den Ereignissen Aj, Ao, ...
auch ihre Summe und ihr Produkt eine Wahrscheinlichkeit haben, ferner dass
mit A auch sein Gegentheil A, mit A und B O A auch AB = B — A eine
Wahrscheinlichkeit haben. Die entsprechende Eigenschaft von 9t wollen wir
kurz Abgeschlossenheit nennen: (Borelsches System)

Ein Mengensystem heisst abgeschlossen, wenn die Differenz zweier Mengen
des Systems, sowie die Summe und der Durchschnitt von endlich oder abzihl-
bar vielen Mengen des Systems wieder dem System angehdren.

Wenn, wie hier, das System eine grosste Menge M enthélt, kann die Differenz-
forderung durch die specielle ersetzt werden, dass mit A auch das Complement
M — A dem System angehéoren soll.

|Was wir brauchen, ist also: ein abgeschlossenes Mengensystem 9N, bestehend
aus allen oder gewissen Theilmengen A von M (wozu M selbst gehirt) und in
ihm eine additive, nichtnegative Mengenfunction ®(A) (insbesondere ®(M) >
0).

Die Bestimmung ®(A) > 0 erwdhnen wir kiinftig nicht besonders (die allge-
meinen additiven Mengenfunctionen sind Differenzen von zwei nichtnegativen).
Beispiele: Wenn es sich um Lage eines Punktes z auf einer Geraden, also um li-
neare Mengen A, M handelt, so giebt es eine additive Mengenfunction m(A), die
fiir ein Intervall die Intervalllinge giebt: das Lingenmass von A (im Sinne von
H. Lebesgue; wir kommen darauf zuriick. Die fritheren Lingenmassdefinitionen
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von C.Jordan und G.Peano sind nur beschrénkt additiv; sie erfiillen nur (53),
nicht (v)). Es giebt aber unmessbare Mengen, fiir die nur ein dusseres und ein
inneres Lingenmass, beide verschieden, definirt sind; dann ist also w(A) nicht
definirt. Auch der Fall unendlichen Lingenmasses ist auszuschliessen; z. B. ist
die Wahrscheinlichkeit, dass eine reelle Zahl positiv sei (M die Gerade, A die
Halbgerade « > 0) hiernach nicht definirt. Man muss ein messbares M mit
0 < m(M) < oo, z. B. ein Intervall, und eine messbare Theilmenge A von M

voraussetzen; dann ist w(A) = % | eine zuléssige, d.h. unseren Axiomen
geniigende Wahrscheinlichkeit. Ob sie die praktisch brauchbare ist, ist eine an-
dere Frage. Bei einem Roulette (ohne Feldeintheilung) wird die Lage der Kugel
in einem bestimmten Kreisintervall wohl die Wahrscheinlichkeit Intervalllinge:
Kreisumfang haben. Ist aber z etwa ein Beobachtungsfehler, so werden sehr
grosse x weniger wahrscheinlich sein als kleine, und die Wahrscheinlichkeit fiir
Lage von z in einem Intervall wird nicht einfach der Intervalllinge proportional
sein. Die Wahl der geeigneten Mengenfunction ®(A) ist, genau wir frither die
Bewerthung der gleichwahrscheinlichen Fille, von der Erfahrung vorzuschrei-

ben oder an ihr zu priifen. —

Dass nicht eine und dieselbe Function fiir alle Félle zutreffen kann, ist schon
durch die Moglichkeit der Variablentransformation klar; besteht zwischen der
z- und der y-Geraden eine eineindeutige Transformation, so entsprechen den
Mengen A, M dort die Mengen B, N hier, und das Ereigniss, dass x zu A gehort,
ist identisch damit, dass y zu B gehort. Dies letztere hat also die Wahrschein-

(A
lichkeit L, was im Allgemeinen nicht gleich sein wird; man hat eben

(B
(M) o(N)
dann auf der y-Achse die Mengenfunction ¥(B) = ®(A) zu wihlen.

| Entsprechendes gilt fiir ebene Mengen, wo z. B. das Lebesguesche Flichen-
mass m(A) eine additive Mengenfunction ist. Wenn auf eine Scheibe M blind-
lings geschossen wird — jedoch so, dass sicher M getroffen wird oder nur die M
treffenden Schiisse betrachtet werden —, so mag die Wahrscheinlichkeit, dass A
m(A)
m(M)
M gezielt, so wird eine andere Mengenfunction zu wihlen sein.

getroffen wird, gleich sein; wird aber auf einen bestimmten Punkt von

Auf der Geraden M seien abzéhlbar viele Punkte x1, xs, ... und zugeordnete
o0
positive Zahlen p1,pa, ... gegeben, die eine convergente Reihe Y p, bilden; es
1
sel dann ®(A) = > p,, erstreckt iiber alle n, fir die z, zu A gehort. Das ist
A

eine fiir alle linearen Mengen definirte additive Mengenfunction.

Vertheilung einer reellen Variablen.

M sei die ganze Gerade, z ein Punkt auf ihr; es sei eine additive Mengen-
function ®(A) (®(M) = u > 0) gegeben, definirt im abgeschlossenen Mengen-
system 9.



Zu M sollen insbesondere die Intervalle gehoren (mit und ohne Endpunkte;
bekannte Bezeichnungen [£, 7], [§,n) usw.), folglich auch die Halbgeraden (mit
und ohne Endpunkt). Zu der Mengenfunction ® gehért eine Punktfunction

(Vertheilungsfunction) |

p§) =P(-00,8)  (=p-wlz <L)

die monoton ist, denn fiir £ < 7 ist nach ()

e(n) — (&) = @[¢,n) > 0.

Auf Grund der Additivitat (vgl. §4, (2)(3)) beweist man leicht:

p(roo) = lim (&) = p, @(—00) = lim (&) =0,

§—o0

P€—0)= lim o(z)=¢(§), (&) nach links stetig,

wahrend

p€+0) = lim o(z) = B(—00,¢ = () + 0[]
ist ([¢] die einpunktige Menge, die aus £ besteht). Die Sprungstellen von ¢, wo
©(€4+0) — (&) = ®[¢] > 0, sind in hichstens abzihlbarer Menge vorhanden
und die Summe der Spriinge ist convergent < p.
Man hétte auch die Punktfunction

() = (—00,¢]  (=p-w(x<E))

betrachten kénnen: ¢(&) = ¢(§ +0) = ¢ (£ +0) , @(&) = (£ —0) = ¥(§ - 0).
1) ist nach rechts stetig; beide stimmen ausser an den Sprungstellen iiberein. Ist

allgemein x(§) eine monotone Function, die mit ¢(&) an iiberall dicht liegenden
Stellen tibereinstimmt und daher dieselben einseitigen Grenzwerthe hat, so ist
w(€) =x(E—-0), ¥(&) =x(€+0), ¢ <x <. Fir analytische Darstellungen
ist x = 3(¢ + 1) wichtig. |

Reine Sprungfunctionen. p(x) sei > 0 und an hochstens abzihlbar vielen Stel-
len > 0, die Summe aller p(x) > 0 sei convergent = p (> 0). Dann definirt

p(&) =Y pl)

<&

eine links stetige Vertheilungsfunction (p(—o00) = 0, ¢(00) = p) mit ¢(£+40) —
©(&) = p(&). Sie heisst eine reine Sprungfunction, da ihr Zuwachs gleich der
Summe der Spriinge des betreffenden Intervalls ist:

o) — (&) = Y [p(x+0) — ()],

E<z<n
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[3]

Hierzu gehoren insbesondere die Treppenfunctionen (nur endlich viele p(z) > 0;
elementare Vertheilungen). Aber die Sprungstellen kénnen z. B. auch iiberall
dicht liegen.

Stetige Vertheilungsfunctionen (ohne Spriinge). Die Ableitung ¢’(£), wo sie
existirt, heisst die Dichtigkeit der Vertheilung (Wahrscheinlichkeitsdichte fiir
= 1). Unter ihnen sind besonders wichtig die Integralfunctionen

etwa mit stetigem ¥(x), das dann die Dichtigkeit ist. Z.B.

£
dz 7r
90(5)_0/ 1+J32 —C<§+arctg§),
1
o(€) =c / e dr (Exponentialgesetz).

Im Allgemeinen lisst sich ¢(£) als Summe einer Sprungfunction und einer ste-
tigen Function (beide monoton) darstellen.

| Sei nun umgekehrt eine links stetige monotone Function ¢(£) mit ¢(—o0)
= 0, ¢(4+00) = u gegeben: giebt es dann ein abgeschlossenes, die Intervalle
enthaltendes Mengensystem und in ihm eine additive Mengenfunction ®(A)
derart, dass p(§) = ®(—00,§) die zugehorige Punktfunction ist? Wir zeigen,
dass diese Frage zu bejahen ist.

Betrachten wir zunéchst die (links abgeschlossenen, rechts offenen) Intervalle
I=la,3) (a< ) und definiren fiir sie?

Die Nullmenge rechnen wir mit dazu (ebenso zu den E, A im Folgenden) und
setzen ®(0) = 0.
Bilden wir zunéchst die Summen aus endlich vielen, paarweise fremden In-
tervallen
E=L+1+- - +1.

Da der Durchschnitt zweier I ein I ist (eventuell 0), so ist der Durchschnitt
zweier E ein E (eventuell 0, so auch im Folgenden). Ferner ist I — E offenbar ein
FE und die Differenz F — E; zweier E ein E, denn schliessen wir F in ein [ ein,
so ist E— Ey = E(I— E;) Durchschnitt zweier E. Die Summe von zwei fremden
E ist ein F, aber auch die von zwei beliebigen: Ey U Ey = Eq + (E2 — E1 E»).

3 Mass, ® #usseres Mass, ® inneres Mass beziiglich ¢



Also: Summe und Durchschnitt von zwei (oder endlich vielen) E ist ein E, die
Differenz zweier E ist ein E.

| Pir 1 =1+ 1+ 1 ist @) = B + (L) + - - B(I,).
Denn nehmen wir alle Intervalle # 0 an und ordnen von links nach rechts, so
ist Ik = [fk—lvgk) (k = 1)' <y T gO < fl < < fn) und [ = [fo;fn)? Spgg =

n
> @gi,l' Definiren wir nun fiir
1

E=hL+-+1IL,: ®E)=0)+- -+ (),

so ist dies von der Zerlegung unabhdingig. Denn ist gleichzeitig (m,n moégen
Gruppen verschiedener Indices durchlaufen) E = > I, = > I, so sind
auch die Durchschnitte I,,1,, Intervalle, ferner

Ly =Y Inlp, In=> Inl,, also
(L) =Y OInln), (L) => ®(Inly),

Damit ist @ fiir die Mengen E definirt. Fiir zwei fremde E folgt
O(E) + Ey) = ®(FEp) + O(E»)

unmittelbar; allgemein ist (Betrachtung der E-Mengen FE1FEy, E1 — E1Es, Fo—
E\E5)
(I)(El U Eg) + (I)(ElEQ) = (I)(El) + (I)(EQ)

Also ®(Ey U Ey) < ®(Ey) + ®(E2), was sich auf endlich viele Summanden
iibertragt.
Sodann betrachten wir die Summen

A=L+L+--

aus endlich oder abzihlbar vielen, paarweise fremden Intervallen. Bl. 82
Der Durchschnitt zweier A ist ein A:

AA = Ilfi + Illé + IQI{ + -

Nun ist aber auch die Summe einer beliebigen Intervallfolge, I; U Iy U - -, ein
A; denn mit F, =1, U---U I, ist dies gleich

Ei+(Ey—E\)+ (B3 —E3) + -+,

also Summe paarweise fremder F und, wenn man diese in [ zerlegt, paarweise
fremder I. Die Summe endlich oder abzihlbar vieler A ist ein A, denn fiir

AiUAU - =111 UL Ul U---
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Die Differenz zweier A und der Durchschnitt abzdhlbar vieler A braucht kein
A zu sein.

Firl =1 +1Iy+ - ist ®(1)=®(I) + ®(Lo) +---.
Dies bedarf eines genauen Beweises. Zunéchst ist jedenfalls

(1) > (L) + -+ P(1,), also (1) > P(1) + P(L2) +--- .

Sei nun I = [, 3), I, = [an, Bn). Wir verkleinern I zu I’ = [o, 3 — §), kdnnen
dabei aber, wegen (3 — 0) = ¢(8), § so klein wiihlen, dass ®(I') > ®(I) —e.
Ebenso vergrossern wir I, zu I, = [, —8,, 3,) und kénnen §,, so klein nehmen,

dass ®(1,,) < ®(I,) + 5, alsol

doa(1) <> (1) +e.

Endlich sei K das abgeschlossene Intervall [a, 8 — ¢], K,, das offene Intervall
(n — Opn, Bn). Kistin Iy + Io + -+, also in K7 U Ko U --- enthalten. Dann
ist aber (Borelscher Satz) K bereits in der Summe endlich vieler K, also fiir
geeignetes n in Ky U- - -UK,, enthalten. Denn hitte fiir jedesn K einen Punkt
Ty, der nicht zu K7 U--- U K, gehort, so hétten diese einen Haufungspunkt x,
der zu K gehort, also einem K, angehort; in K, miissten dann unendlich viele
xy, liegen, wahrend aber doch z,,x,1,... gewiss nicht in K, liegen. Danach
ist
I'CKCKyU---UK,CI1U---UI},
also O(I') <O U---UT) <L) + -+ O(1)

und

B(I) — 2 < (I') < i@(f;,) < i@([n) ye,
(1) < io: (1) + 2,
1

d.h. ®(I) <> ®(I,) und damit &(I) = > P(I,).
1 1
Definiren wir jetzt fiir
A=L+L+- : A =2L)+P(2)+---

so ist dies von der Zerlegungsweise unabhéingig. Denn ist (wie bei den E) gleich-
zeitig A =5 I, = > I,, so erhalten wir |

S 0(Ln) =YY 0 L) =D (L) =Y B(L),

da die (absolut) convergente Doppelreihe in beliebiger Anordnung summiert
werden kann. Fiir paarweise fremde Mengen A in endlicher oder abzéhlbarer
Menge gilt offenbar



Ferner ist
P(A1 U Az) + ©(A142) = @(A1) + D(A2). (2)

Dies ist so zu beweisen. Schreiben wir A = E; U Fy U --- mit aufsteigenden
Ei1CFEyC--- soist A= FEy + (E2 — Eq) + -+, also nach (1)

O(A) = O(E) + [®(E2) — ®(EL)] + - = im O(E,).
Sei ebenso A’ = E{UE,U- -, so ist
AUA =|J(E,UE],), AA =|]JE.E,

(auch die 2. Formel leicht einzusehen), und da wir hier wieder aufsteigende
E-Folgen haben, so folgt aus

®(E, UE))+ ®(E,E,) = ®(E,)+ ®(E,)

fiir n — oo

P(AUA) + P(AA) = P(A) + (4).

Aus ®(E,, U E]) > ®(E,) folgt ebenso ®(AU A") > &(A), d.h. fir 4; C A,
| Endlich: ist A = A1 U Ay U--- Summe aufsteigender A,, so ist

B(A) = lim D(A,,). (3)

Denn zunichst ist ®(A) > ®(A,,). Andererseits sei mit aufsteigenden Folgen

A = Fi1UE s UFE3U---
As = FEyi UEynUEy;U---
A3 = E3UE3UE33U---

Es bilden dann E; = E11, EFs = F13 U Foo, F3 = F13 U Foz U FEsg,--- eine
aufsteigende Folge mit F3 U Eo U--- = A, wihrend zugleich E,, C A, also

B(A) = lim B(E,) < lim B(A,,) < B(A),

womit (3) bewiesen ist. (Specialfall (1))
Aus (2) folgt ®(A; U Ay) < (A1) + P(As), ebenso fiir endlich viele Sum-

manden, aber auch fiir abzéahlbar viele, denn mit A = A; U Ay U -+ - ist
®(A) = lmP(AU---UA,) <lm[P(A1)+ -+ P(A4,)]
= O(A;) +P(A2) +--- (4)

(wo die Reihe rechts allerdings divergiren kann und die Behauptung inhaltslos
wird).
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| Zu den Mengen A zéhlt auch M, das als Summe aufsteigender Intervalle
[-n,n) dargestellt ®(M) = p(+00) — p(—00) = u ergiebt.
Nun wird folgendermassen weitergegangen. Zu jeder Menge X giebt es ein-
schliessende A (z.B. M); wir definiren dann (inf = Infimum = untere Grenze)
®(X)=inf ®(A) fir AD X. (5)
Fiir eine Menge A selbst ist ®(A) = ®(A), insbesonders &(M) = p, ®(0) = 0.
Fir X C Y ist ®(X) < (Y).
Seien X7, X5 zwei Mengen, A; O X1, As D X, also
ATUA D X1 UX,, AjAs O X1 Xo.
Also auf Grund von (5) und (2)
(XU X)) +P(X1Xo) < P(A; UAy) +P(A1A4) = B(A)) + P(Ay).
Nimmt man die untere Grenze der rechten Seite, so folgt
Insbesondere fiir fremde Mengen
B(X1 + Xa) < B(X1) + B(Xo),
speciell fiir X1 + Xo = M
p=o(M)<O(X)+ (M - X).

Setzt man also

Bl 87 | s0 ist 0 < ®(X) < ®(X). Insbesondere ®(0) = ®(0) =0, (M) = &(M) = u.
Fir X CY:9(X)<2(Y).
Aus (6) erhélt man dann durch Ubergang zu den Complementen

(X1 U Xo) +2(X1X2) > &(X1) + 2(X2). (8)
Ist X = X7 U X5 U--- mit aufsteigenden X,,, so ist
B(X) = limB(X,). (9)

Denn zuniichst ®(X) > ®(X,,). Andererseits kann man A,, 2 X,, mit ®(4,) <
®(X,,) + ¢ bestimmen (Definition!) und zwar so, dass auch die A,, eine auf-
steigende Folge bilden. Man wihle zunichst A; D X; mit ®(A;) < ®(X1) +¢,
sodann A O X5 mit

O(A) < B(X2) +[B(X1) +e — @(Ay))],



dann ist wegen (2) und AA4; O X,

P(AUA) + ©(AA;) D(A) + P(A)) < B(X)) + D(Xy) +¢
P(AAL) + O(X2) +e,

E(Xz) +e

<
(I)(A @] A1) <

und As = AU A; D A; erfiillt unsere Forderungen. So kann man weitergehen.
Mit A=A UA>U--- D X ist also

D(X) < B(A) =limP(4,) <lmd(X,) +¢,

also ®(X) <lim®(X,,) < &(X).
| Durch Complementbildung folgt fiir den Durchschnitt X = X;X5... einer

absteigenden Folge
O(X) =lm &(Xy). (10)

Fiir die Mengen A war ®(A) = ®(A); es ist aber auch ®(A4) = ®(A). Denn fiir
eine Menge F ist M — F ein A, also

BE)=p—d(M—E)=&M)— &M — E) = d(E).

Und fiir A = Fy U Ep U - -+ mit aufsteigenden F,, ist ®(A4) > ®(E,,) = ®(E,),

B(A) > imB(E,) = B(A) = B(A) > B(A).

Demgeméiss wollen wir jetzt alle Mengen X, fiir die ®(X) = ®(X), messbar

nennen und ®(X) = &(X) = &(X) setzen. Aus (6) und (8) folgt sofort:
Summe und Durchschnitt von zwei messbaren Mengen ist messbar und zwar

B(X; U Xo) + B(X1X2) = O(X1) + B(X2), (11)

insbesondere fiir fremde Mengen (X7 + X3) = ®(X;) + O(X2).
Das Complement einer messbaren Menge ist messbar. Folgt aus (7). Also auch
die Differenz von zwei messbaren Mengen.

Die Summe einer aufsteigenden Folge messbarer Mengen X = X1 UXoU---
ist messbar und zwar

B(X) = lim B(X,,). (12)

Denn nach (9)  @(X) =1lim®(X,) =1lim®(X,) < &(X) < ®(X).
Ebenso ist der Durchschnitt X = X; X5 ... einer absteigenden Folge messba-
rer Mengen messbar und es gilt wieder (12).
Summe und Durchschnitt einer Folge messbarer Mengen ist messbar. Mit
X=X1UXoU- - ist &(X) =limP(X; UXoU---UX,), mit X = X7 Xo...1ist
O(X) = im®(X; Xz ... X,). Fiir paarweise fremde Mengen und ihre Summe

O(X)=lm®(X; +---+X,) = lim[®(X1)+--+ D(X,)]
= O(Xy)+ (X)) +---
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Das System 9 der messbaren Mengen ist also abgeschlossen und in ihm ist
D(X) eine additive Mengenfunction; sie stimmt fiir die Mengen A mit ®(A),
insbesondere fiir die Halbgerade (—oo, £) = Summe der aufsteigenden Intervalle
[€ =1, &) mit (&) — p(—00) = p(§) tiberein.

Bemerken wir noch die Kette von Ungleichungen (X7, X5 fremd)

B(X1) + B(Xa) < B(X) + X2) < { =

Die #usseren sind Specialfiille von (6) (8); ferner fir M = X; + X3 + X3 nach

(6)
(X1 + Xo) + (X + X3) > (M) + (X3)

oder nach (7) ®(X; + X») > ®(X;) + ®(X3), ebenso aus (8) die andere innere
Ungleichung. Ist z. B. X7 + X5 messbar, so ist ®(X;) + ®(X3) = &(X; + Xo),

also etwa fiir ein Intervall I = [a,b) und X C [ | P(X)=d(I)—P(I — X), so
dass in (7) an Stelle von M ein Intervall oder eine messbare Menge O X stehen
kann.

Fiir X C I hiingen ®(X) und ®(X) nur vom Verlauf der Function ¢(x) in I
ab. Denn bei der Berechnung von ®(X) nach (5) braucht man auch nur Mengen
A C I zu benutzen (indem man A durch AT ersetzt), und ®(A) hingt nur von
o(x|I) ab (p(b) = ¢(b — 0) ist ja ebenfalls nur davon abhingig), also auch
®(X) und &(X) = ®(I) — (I — X). Man kann also bei Bestimmung von ®(X)
und ®(X) fiir X C I die Function ¢(x) etwa durch ¢*(z) = ¢(a), ¢(x), p(b)
in (—o0,a), [a,b), [b,00) ersetzen. — Diese Modification gestattet auch den Fall
zu behandeln, dass die Grenzwerthe ¢(—o00), ¢(400) nicht endlich sind: man
bestimmt, um nur den Fall der Messbarkeit zu erwihnen, ®(X I) mit Hiilfe
der Function ¢* und setzt ®(X) = blirgo ®(X1), falls dieser Limes existirt. So
wird im Falle ¢ = x das Lebesguesche Lingenmass definirt. Wir nennen auch
unser System 90t das Lebesguesche System der (nach ¢) messbaren Mengen.

Das kleinste abgeschlossene System 9y (= dem Durchschnitt aller), das die
Intervalle I enthilt, heisst das Borelsche System, seine Mengen die Borelschen
Mengen. 9 ist in der Regel umfassender als 9y. Um genauer den Bau des

Borelschen Systems zu iibersehen (das nicht von irgend einer | Function ¢(z)
abhingt), bezeichnen wir, wenn X eine Klasse von Mengen durchliuft, mit
X, = X7UXoU- - die Summe und mit X5 = X1 X5 ... den Durchschnitt einer
Folge von Mengen X. Zu den Borelschen Mengen gehoren:

die Intervalle I

die Intervallsummen A = I,

die A-Durchschnitte B = As = I5

die B-Summen C = B, = Ass = I50



dann aber weiter, wenn etwa P alle diese durch endliche Wiederholung des o-
und d-Processes entstehenden Mengen bedeutet,

die P-Summen @ = P,,

die Q-Durchschnitte R = Qs = P,5 u.s.w.
(die précise Beschreibung dieses unbegrenzt fortzusetzenden Verfahrens ge-
schieht mit Hiilfe der Cantorschen Ordnungszahlen). Obwohl wir hier nur o-
und 6-Process angewandt haben, ist doch auch die Complementbildung schon
beriicksichtigt, denn M — [ ist ein A, M — I, ein As, u.s.w. Zu den A gehoren
die offenen Mengen G; denn die in G enthaltenen rationalen Intervalle [«, 3)
(d.h. «, 8 rational) bilden eine Folge und G ist ihre Summe. Die abgeschlosse-
nen Mengen F', die Complemente der G, gehoren zu den As.

| Zu jeder Menge X giebt es Borelsche Mengen B, C mit B 2 X D C, ®(B) =
®(X), ®(C) = ®(X). (B eine massgleiche Hiille, C' ein massgleicher Kern von
X). Denn wiéhlt man nach (5) ein 4, 2 X mit ®(A4,) < ®(X) + L, so hat
B =A;A;... (ein As) die geforderten Eigenschaften. C' kann als Complement
der Hiille von M — X, also als M — As oder A, gewihlt werden. Man kann
auch die A4,, (indem man ihre Intervalle nach links zu etwas grosseren offenen
Intervallen erweitert) als offene Mengen G, B als Gs, C als F, annehmen.

Messbare Functionen.

Ist y = f(x) eine fiir alle reellen x definirte reelle eindeutige (nicht nothwendig
umkehrbar eindeutige) Function, so entspricht jeder Menge Y auf der y-Achse
als ihr Urbild die Menge X aller derjenigen z, fiir die y = f(z) zu Y gehort. Sind
X1, Xs, ... die Urbilder von Y7,Y5,... (es kann sich um beliebig viele Mengen
handeln, endlich oder abzihlbar oder unabzihlbar viele), so ist X1 U Xo U ---
das Urbild von Y UYs U -+ X1 X5--- das Urbild von Y1Y5---; sind Y7,Ys
fremd, so auch Xy, X5, und X = X; + X5 ist das Urbild von Y = Y7 + Y5; ist
Y D Y; und X, X; die Urbilder, so ist X — X; das Urbild von Y — Y;. Wenn
daher auf der x-Achse ein abgeschlossenes Mengensystem 9T gegeben ist, so
bilden auf der y-Achse die Mengen Y, | deren Urbilder X zu 9t gehoren, wieder
ein abgeschlossenes Mengensystem 1. Nennen wir die Mengen von 9t messbar
und die Function f(x) messbar, wenn zu 9 die Intervalle gehoren (inclusive
Nullmenge und y-Gerade N; eo ipso gehdren dann auch Nullmenge und 2-Achse
M zu 9M.) Es geniigt zu fordern, dass die offenen Halbgeraden (—oo,y) zu I
gehoren, d.h. dass die Menge [f < y] derjenigen z, fiir die f(z) < y, fiir jedes
y messbar sei. Dann gehoren auch die abgeschlossenen Halbgeraden (—oo,y],
die Intervalle mit und ohne Endpunkt, die Borelschen Mengen Y zu 0, ihre
Urbilder sind messbar.

Mit f(x) ist auch kf(z), |f(x)], f(z)? u.dgl. messbar, z.B. ist [|f| < y] =
[~y < f <] fir y > 0, sonst die Nullmenge.

Summe und Differenz von zwei messbaren Functionen ist messbar. Ist an
einer Stelle f1(z) + f2(x) < y, so giebt es eine rationale Zahl r mit f1(z) < r <
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y — fa(z) und umgekehrt. Hieraus folgt

[fr+ fo<yl=JUA <rllfe <y—7]

T

als messbare Menge. Das Produkt von zwei messbaren Functionen ist messbar:
A+ A-FR\
=) -T2 )

| Die (als iiberall endlich vorausgesetzte) untere Grenze f(x) = inf f,(z) einer
Folge messbarer Functionen ist messbar, ndmlich

[f <yl =Jfn <.

n

Ebenso die obere Grenze F' = sup f,, = —inf(—f,,), wo man erhélt

[F <yl =[lfr <)

n

will man die Mengen [F' < y] durch die Mengen [f,, < y] ausdriicken, so findet
man zunéchst
[F <yl S(\lfa <yl C[F <y

n

und wenn man hierin y durch y— % (m=1,2,...) ersetzt und nach m summirt

Fen=UN |53

Die Mengen [f < y] und [F < y| gehen also aus den [f,, < y] durch den o-
und d-Process hervor. Wiederholte Anwendung von inf und sup giebt lim, lim
und lim; ist z. B. g = lim f,, (iiberall endlich), so bilden die Functionen g, =
inf[fn, fat1,...] eine aufsteigende Folge mit g = lim g, = supg,. Der Limes
f =1lim f, einer convergenten Folge messbarer Functionen ist messbar, und die
Mengen [f < y| gehen aus den [f,, < y] durch wiederholten o- und é-Process

hervor. — Fiir stetiges f sind die Mengen [f < y] offen; fiir die Baireschen
Functionen (d.h. die aus stetigen Functionen durch wiederholte Limesbildung
entstehen) sind es Borelsche Mengen. Stetige und Bairesche Functionen sind
messbar, wenn auch 9 die Intervalle enthélt.

Eine Function f, die nur endlich oder abzihlbar viele Werthe y1,y2, ... an-
nimmt, heisst eine Skalenfunction. Zu ihrer Messbarkeit ist nothwendig und
hinreichend, dass alle Mengen X,, = [f = y,] messbar seien. Hinreichend, weil

[f <y]= > X,.Summe und Differenz von zwei messbaren Skalenfunctionen
Yn<yY
ist wieder eine.

Jede messbare Function ist gleichmdssiger Limes messbarer Skalenfunctionen.



Man bilde eine Theilung der y—Achsg: e < Y9 <Y1 <Y <Yy <ya < ---,
fir n — +00 Y, — o0, und setze f =y, (oder f =y, 1) in X;, = [yp—1 <

f < yn]. Ist die Scala mit Intervallen y, —y,—1 < e gewihlt, so ist 0 < f—f <e
oder 0 < f— f <e.

Momente oder Stieltjesintegrale. 90 sei nun wieder das Lebesguesche System,
das zu p(x) gehort, mit der additiven Mengenfunction ®(X). Wir werden dann
naturgeméiss das Moment einer messbaren Skalenfunction, die die Werthe y,,
in den Mengen X,,, annimmt, durch die Reihe

[ rao=3 uma(x,) (14)

definiren, die als convergent vorausgesetzt werden muss, aber alsbald als absolut
convergent vorausgesetzt werden soll. Fiir eine Skalenfunction mit nur endlich

vielen Werthen ist das ja das Moment einer elementaren Vertheilung. | Die in-
tegralmissige Bezeichnung [ f dg ldsst zunéchst die Abhéngigkeit von f und
der zu Grunde liegenden Vertheilungsfunction ¢ hervortreten. Integrale dieser
Art (mit einem monotonen () statt =) hat zuerst T. J. Stieltjes 4 eingefiihrt,
allerdings mehr im Anschluss an den gewohnlichen Riemannschen Integralbe-
griff, wihrend diese hier dem Lebesgueschen Integralbegriff als Vorbild folgen
(Stieltjes-Lebesguesche Integrale). Ausfiihrlicher wire [fdp = [f(z)de(x)
zu schreiben. Eine Scalenfunction, fiir die das Integral existirt, d. h. die Reihe
absolut convergirt, heisst integrabel. Z.B. ist jede beschrinkte messbare Ska-
lenfunction, |f| < C, integrabel und

‘/fdso‘ <CY (X)) =C®M)=Cp.

Die Summe von zwei integrablen Skalenfunctionen ist wieder integrabel und
Zwar

/(f+g)d<p=/fdso+/gdsa (15)

Denn nimmt f,g, f + g die Werthe y,,, yn, yp in den Mengen X,,,, X,,, X,, an,

wo X, = > XXy, so folgt aus der absoluten Convergenz (ohne die das
Ym+Yn=Yp

nicht richtig wére) wegen X,,, = X, M =5 X,, X,

[ o= 3 0 ®60) = 3 g 3 B Xa) = Y (X, Xo)

| mit beliebiger Summationsanordnung fiir die Doppelreihe, ebenso [g dy, also

4 Recherches sur les fractions continues, Ann. Fac. Toulouse 8 (1894), S. 1-122, 9 (1895),
S. 1-47.
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/fdw 4 /gdso = S o+ ) B(Xn X)) = 30y B(X,) = /(f + ) dg.

m,n

Zwei messbare Scalenfunctionen mit beschréankter Differenz sind gleichzeitig
integrabel oder nicht.

Nennen wir iibrigens zwei Functionen, deren Differenz beschriankt ist, be-
nachbart. Jede beliebige messbare Function f ldsst sich nun als gleichmé&ssiger
Limes messbarer Scalenfunctionen f,, darstellen: |f — f,,| < e,, &, — 0. Alle f,
sind benachbart, und ist eine unter ihnen integrabel, so sind es alle. In diesem
Fall ist

andso—/fmdw‘ - V(fn—fm)dw‘ < (em +En)n

und dies ist < e, falls m hinldnglich gross und n > m ist. D. h. [ f,, de convergirt
nach einem Grenzwerth, und diesen definiren wir als

/f dyp = 1im/fn dep. (16)

Er ist von der Wahl der approximirenden Folge f,, unabhéingig, wie unmittelbar
einzusehen. Wir gelangen so zu der Definition:

Die messbare Function f(x) heisst integrabel, wenn es eine zu ihr benach-
barte integrable Scalenfunction giebt; ist dann f,(x) eine gleichmdssig nach
f(x) convergente Folge messbarer (also integrabler) Scalenfunctionen, so werde

Jfde=1lim [ f, de definirt.

| Jede beschriinkte messbare Function, |f| < C, ist integrabel und

‘/fdw‘ < Cp.

Mit f ist auch |f| integrabel und

‘/fdsa} < [171de. (17)

wie aus den approximirenden Scalenfunctionen folgt. Mit f, g ist auch f + g
integrabel und es gilt wieder (15): Grenziibergang von den approximirenden
Scalenfunctionen. Ebenso ist

[t-ado= [1ao- [gas. [erao=c [1ap

Benachbarte messbare Functionen sind gleichzeitig integrabel oder nicht. Wenn
die integrablen Functionen f, gleichmissig nach f convergiren, ist auch f in-
tegrabel und es gilt (16).

Als Integrabilitdtskriterium fiir f (diese als messbar vorausgesetzt) kann die
Existenz von [ g dy fiir irgend eine benachbarte Scalenfunction dienen. Nehmen
wir z.B. eine dquidistante Scala y, = ne (¢ > 0, n = 0,£1,...); in X,, =



[(n—1)e < f < ne| sei g = ne, so ist 0 < g— f < e und die absolute

Convergenz von
oo
/gdg@ = eZn D(X,,)
—0o0
ist zur Integrabilitit von f nothwendig und hinreichend; zugleich ist | dann Bl. 99

0< [gdp- [fap<en (18)

(Als Kriterium geniigt die Reihenconvergenz fiir ein festes ¢, z.B. ¢ = 1). Ist
M(y) = [f > y] und zur Abkiirzung p(y) = ®(M(y)), so ist

[ 9de =3 nlu=Te) - utne)

Besonders einfach wird dies fiir f > 0; dann ist fir y <0 M(y) = M, u(y) =
1, so dass die Glieder fiir n = 0,—1,—2, ... verschwinden und

[ 9de =3 nlu=Te) - utne)

wird, was sich zu
/gd¢=62u(nf) (19)
0

umformen lidsst in dem Sinne, dass die beiden Reihen gleichzeitig convergiren
oder divergiren und im ersten Fall dieselbe Summe haben.
(Die Zahlen w,, = p(ne) convergiren abnehmend nach 0. Man hat nun

Sp = Ugt UL+t Up_1 = U+t Uy — DUy,

= (wo—w1)+2(ur —uz) + -+ n(tn_1 — Un) = Op,
andererseits fiir p > n | BL. 100

op > (wo—ur)+ -+ n(up—1—up) +n(tp —Uns1) + -+ nlup_1 —up)

= U+t -+t Up—1 — NUp = Sp — NUyp ,
on < Sp < 0p + NUp.

Convergirt s,, — s, so auch o,, — 0 < s. Und convergirt o, — o, so ist auch
(wegen up — 0) s, < 0, s, — s < 0. Mit der einen Reihe convergirt auch die
andere und hat dieselbe Summe).

Die Convergenz von Y. u(ne), z.B. > pu(n), wo pu(n) = ®[f > nl, ist also
0 0

zur Integrabilitit von f > 0 (f messbar vorausgesetzt) nothwendig und hinrei-
chend. Beildufig ist [ f dy als Limes dieser Summe (19) fiir ¢ — 0 durch das
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gewoOhnliche Riemannsche Integral

o0
/fdw =/ 1w(y)dy
0
darstellbar.

Aus diesem Kriterium folgt: ist 0 < g(z) < f(x), beide messbar, so ist mit
f auch g integrabel. (Denn [g > y] ist Theilmenge von [f > y], die f-Reihe fiir
die g-Reihe eine Majorante).

Ist f messbar, so ist mit |f| auch f integrabel; denn die beiden Functionen
fi=3(f1+1); f2=3%(f]—f) sind > 0 und < |f|, also integrabel und ebenso
f = f1— f2. Umgekehrt war mit f auch |f| integrabel. Jede integrable Function
ist Differenz von zwei nicht-negativen integrablen Functionen.

| Ist f integrabel, g messbar und |g| < |f], so ist auch g integrabel. Folgender
Satz diber monotone Folgen ist wichtig:

L Essei fi < fo < ..., fm — [, die fy, integrabel. Wenn [ f, de einen
Grenzwerth hat, so ist f integrabel und umgekehrt, und zwar ist dann [ fdp =
lim [ finde.

Zunichst ist f messbar. Wir kénnen f,,, > 0 annehmen (indem wir f,,, — f1
betrachten). Sei wieder M (y) = [f > y], Mmn(y) = [fm > y] und p(y), pm(y)
die ®-Werthe dieser Mengen. Die M (y), Ma(y), ... bilden eine aufsteigende
Mengenfolge mit der Summe M(y), also ligln pm(y) = p(y). Auf Grund von

(18)(19) haben wir fiir jedes m

o0

EZum(ne)g/fmdgo—i—eu.

0

Sei nun [ f,,, dp — A, so ist

o0

eZum(ns) < A+eu,
0

p
also erst recht € Zum(ns) < A+ ep fiir jedes p,
0

P
daraus fiir m — oo € Z ulne) < X+ep
0

(o)
und wieder fiir p — oo 3 Z ulne) < X+ ep,
0

d.h. aber, f ist integrabel und zugleich, wegen (18)(19):

/fd<p§/\+eu,



d.h. [fdp <A

| Ist umgekehrt f integrabel, so ist [f,,dp < [fdp, der Grenzwerth A
existirt und zwar A < [ fdp. L iibertriigt sich sofort auf absteigende Folgen.
Ferner folgt aus ihm unmittelbar:

II. Essei f,, > 0 und integrabel, f = fi+ fo+---. Wenn die Reihe Y, [ f, dp
1

convergirt, so ist f integrabel und umgekehrt, und zwar ist [ fde = 3" [ fu de.
1

Integrale iber messbare Mengen. Sei f(x) in M definirt, X eine messbare Men-
ge. Wir setzen dann

g=finX,g=0inM-X

und erkléren, falls g integrabel ist,

/desv=/gdsa; (20)

f heisst dann in X integrabel.® (Die bisherigen Integrale waren also solche
iiber die ganze Gerade M: [ fdp = fM fdp). Das ist gewiss der Fall, wenn f

schlechthin (in M) integrabel ist; denn |
lg<yl=[f<ylX firy <0

g<yl=[f<yl X+ (M- X) firy >0,

also ist g messbar, iiberdies durchweg |g| < |f|. Ist f in X integrabel, X;
messbare Theilmenge von X, so ist f auch in X; integrabel, denn

/fdsaz/ gdy
X1 X1

und ¢ ist in M, also auch in X; integrabel. Ist ferner X = X7 + X» (lauter
messbare Mengen) und f in X7, Xy integrabel, so ist es auch in X integrabel
und

/fdsaz faot [ fde.
X X1 Xa

denn fiir die beziiglichen Functionen g, g1, g2 ist ¢ = g1 + g2. Dies ldsst sich

aber auf abziahlbar viele Summanden ausdehnen, ndmlich:

III. Sei X = X7+ X2+ -+ Summe paarweise fremder abzéhlbar vieler messba-

rer Mengen; f > 0 sei in jedem X, integrabel. Wenn die Summe > [ fdyp
X

m

convergirt, so ist f integrabel und umgekehrt, und zwar

/fd<p= fdo+ [ fdpt - (21)
X X1 Xo

S5Speziell fiir f =1: [y dp = ®(X) (g Skalenfunction).
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Denn fiir die betreffenden g-Functionen gilt g = g1 + g2 + -+ - mit g, > 0, und
die Behauptung folgt aus II.

| Die Formel (21) gilt auch noch fiir ein f beliebigen Vorzeichens, das in X
integrabel ist (Zerlegung f = f1 — f2 in zwei integrable Functionen > 0). Dass f
in X integrabel ist, kann allerdings nicht aus der (selbst absoluten) Convergenz

von ». [ fdp, wohl aber aus der von > [ |f|dy geschlossen werden.
X Xm
Fiir ein in M integrables f definirt also

W(X) = /X fdy (22)

selbst wieder eine additive Mengenfunction im System der messbaren Mengen
(> 0 fiir f > 0, sonst Differenz nichtnegativer Mengenfunctionen). Es gilt also

U(X) =lmV¥(X,) (23)

fir die Summe X = X; U X5 U - -+ einer aufsteigenden und den Durchschnitt
X = X1 X3 einer absteigenden Mengenfolge. ()

Eine Menge X mit ®(X) = 0 heisse eine Nullmenge, eine Function f, die bis
auf eine Nullmenge verschwindet, eine Nullfunction. Eine Nullfunction ist stets
integrabel und hat das Integral f de = 0. Umgekehrt, ist f > 0 und [ fdp =0,
so ist f eine Nullfunction. Denn ist M (y) = [f > y] und p(y) = ®(M(y)), so
ist fiir jedes € > 0

oz/fdgoz/M(e)fdsz(e),

| p(€) = 0 und folglich (0) = limpu(L) =0, da M (L) aufsteigend nach M (0)
convergirt; [f > 0] ist eine Nullmenge.

Fiir jede beliebige Function ist [ + fdp =0, wenn X eine Nullmenge ist.
Fiir eine absteigende Mengenfolge, deren Durchschnitt eine Nullmenge ist, ist
also nach (23)

/ fde — 0. (24)
Das gilt z. B. fiir X, = [f > yn] mit y1 < y2 < -+ — 00, d. h. fiir jede integrable
Function convergirt [ fde — 0 mit y — oo, ebenso [ fde.
[f>y] [f<=y]
Man kann zu jedem € > 0 ein § > 0 bestimmen, so dass mit ®(X) < § auch

Jx fde < e (f >0 angenommen; im allgemeinen Fall betrachte man |f]).
Denn setzt man U = [f < y], V = [f > y], so ist

/de<p=/Xde<p+/XVfdsoSy<1>(X)+/Vfdso

g

und hier kann man y so gross wihlen, dass fv fde < 5, sodann ®(X) < 2
(24) gilt also stets fiir ®(X,,) — 0.



| Sei f > 0 in M integrabel; zu der nichtnegativen Mengenfunction (22)
gehort wieder eine Punctfunction

P(z) = ¥(—o0, z) (25)

die monoton, links stetig ist und Grenzwerthe ¢)(—o00) = 0, 1(c0) = [ f dy hat
(alles wegen der Additivitéit). Man kann damit das Lebesguesche System der
nach ¢ messbaren Mengen X mit der additiven Mengenfunction Q(X) = [ A
definiren; es ist leicht zu sehen, dass die nach ¢ messbaren Mengen auch nach
1 messbar sind und fiir sie Q(X) = ¥(X), d. h.

/X dip = /X fdo (26)

ist. Denn zunichst ist fiir Halbgeraden (—oo, ), demnach fiir die Intervalle
und Borelschen Mengen die Gleichung Q2 = W erfiillt. Ist X nach ¢ messbar,
so kann man Borelsche Mengen B,C mit B2 X D C, ®(B) = ®(X) = ®(C)
bilden, B — C' ist eine Nullmenge, also focfdap =0, ¥(B) = ¥(C) oder
Q(B) = Q(C), d.h. wegen Q(B) > Q(X) > Q(X) > Q(C) | ist X nach v
messbar und Q(X) = ¥(B) = ¥(C) = ¥(X).

Allgemeiner gilt, wenn g(z) nach ¢ messbar ist:

[odv= [ 19a0 (27)

in dem Sinne, dass mit dem einen Integral auch das andere existirt und ihm
gleich ist. Wir konnen g > 0 annehmen (im allgemeinen Falle zerlege man
g=91—9ge, Gg1,92 = %|g| + %g) Ist g zunichst eine Scalenfunction, die die
Werthe y,, in den (nach ¢) messbaren Mengen X,, annimmt, so ist, wenn g
nach 1 integrabel ist, nach (26) und III

/gdz/}:Zyn\I’(Xn)=Zyn/anmp:Z/Xngfdw:/gfdw

und ebenso umgekehrt, wenn fg nach ¢ integrabel ist. — Ist sodann g > 0
nach ¢ messbar, h eine nach ¢ messbare Scalenfunction > 0 mit |g — h| < €,
also |gf — hf| < ef, so sind g — h nach ¥, gf — hf nach ¢ integrabel, also g
und h gleichzeitig nach 1 integrabel oder nicht, gf und hf gleichzeitig nach ¢
integrabel oder nicht. Aus

/|g Bl dy < cW(M), /|gf ~hfldp < s/fdcp — U (M)

folgt dann im Integrabilitéitsfalle, wo [hdy = [hf dy,

ngw - /gfdgo’ < 2eW(M), d.h.(27).
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Oberes und unteres Integral.  f lasse sich zwischen integrable Functionen g, G
einschliessen: g < f < G. Es ist dann stets [gdy < [ Gdy und die beiden
Zahlen

t:sup/gdcp, T:inf/Gdgp, t<T

heissen unteres und oberes Integral: t = [ fdp, T = [f dy. Ist f selbst integra-
bel, also zugleich ein g und G, soist t =T = [ f dp. Umgekehrt: ist ¢t =T, so
ist f integrabel. Man bestimme némlich eine Folge integrabler Functionen g, <
f mit [ gnde — t; hierbei kann man g1 < go < --- annehmen, indem man g,
durch max[gy, ..., gn] ersetzt. (max[g1, g2] = 3(g91+92)+ 3|91 — go| ist mit g1, g2
integrabel). Es ist dann g, — ¢ < f und g nach I integrabel mit [ gdy = ¢;
ebenso existirt eine integrable Function G > f mit [ Gdyp =T. Fiir t = T ist
J(G —g)de =0, G — g eine Nullfunction; und da G — g = (G — f) + (f — g),
so sind auch G — f, f — g Nullfunctionen, demnach integrabel mit Integral 0,
also f integrabel und [ fdy = [Gdp = [ gde.
| Intervallintegrale.  Ist f integrabel, so convergirt das Intervallintegral | ; fde
(I = [a,b)) nach [ fdp fiir b — oo, a — —c0. Ist f in jedem Intervall integra-
bel und [ 7 |fl dp beschrinkt, so ist f iiber die ganze Gerade integrabel; man
schliesst dies fiir f > 0 aus L., im Allgemeinen durch die Zerlegung f = f1 — fa.

Hier kann man wieder die Modification anbringen fiir den Fall, dass ¢(—00)
oder ¢(400) oder beide unendlich sind. | ; [ dp héngt nur vom Verlauf von
©(z) in I ab; man schliesst das aus der entsprechenden Thatsache iiber Men-
gen C I durch Betrachtung von Skalenfunctionen. Demnach ist [, fdy =
Jr fde* (¢*(z) = p(a), ¢(x), p(b) in (—00,a), [a,b), [b,00)) und man defi-
nirt [ fdp = lim [, fdp fir b — oo,a — —oo, vorausgesetzt, dass dieser
Grenzwerth existirt — respective, um mit unseren bisherigen Betrachtungen in
Einklang zu bleiben, dass |’ 1 |f| do beschrénkt ist. So ist fiir ¢ = = das gewohn-
liche Lebesguesche Integral [ f dxz zu erkléren.

Die {iibrigen Intervall- und Halbgeradenintegrale erhélt man durch Grenz-
werthe, auf Grund der Additivitét. Setzt man F(z) = f(ﬁmJ) fdo, so ist

(a<b)

/ fdp=F* = F(b) - F(a). / fdp = F¥*° = F(b+0) - F(a)
(a,b) la,b]

| und mit analogen Bezeichnungen

AL e A S L
(a,b) (a,b] (—o0,b)

s

[ S S S
(—o00,b] [a,00) (a,00)

Die Grenzen a — 0,b — 0 sind durch a,b zu ersetzen, weil F(x) links stetig ist.
Das Integral iiber einen Punkt ist f[a] = Fo*0 = f(a) p2*° (Skalenfunction!)



Wegen des Anschlusses an die urspriingliche Stieltjessche Integraldefinition
mag erwéhnt werden, dass fiir eine monotone Function x(z), die nicht links
stetig zu sein braucht, die Integrale [ fdx gleich den mit der entsprechenden
linksstetigen Function ¢(z) = x(x—0) gebildeten [ f de definirt werden; insbe-
sondere gilt das auch fiir die zugehorige rechtsstetige Function ¢ (x) = x(z+0).

Al
) /fdx:/fd‘p:/fd% /deXZ/dewz/dew.

Z.B. ist f[a,b) dy = ¢b = XZ:%, das Integral iiber einen Punkt f[a} fdx =
f(a) 2t = f(a) x“T9. Bei diesen Integralen spielen natiirlich die Werthe y(z)
an den Sprungstellen keine Rolle, sondern immer nur die Grenzwerthe x(z£0).

Dagegen definirt man jetzt auch, was | wir bisher nicht thaten, fiir a < b

b
/ Fax=@X 4 [ 103 (28)

hierin treten auch x(a), x(b) auf, so dass dieses ff mit keinem der 4 Inter-

vallintegrale {ibereinzustimmen braucht. (Z. B. f: dx = xb, wihrend Xgi% die
4 Intervallintegrale liefert). Fiir a < b < ¢ ist

/ab+/bc=f(a>x2+0+/(a7b)+/[b]+/(b7c)+f(c)x$_o=/:-

Ist x = ¢ links stetig, so ist f:fdcp = f[a » [ dp; ist x = 1 rechts stetig, so

b " . b .

S, fdp = f(a,b] fdy. Fir f > 0 ist f(a’b) < [, < f[a,b]. Ist f integrabel, so
convergirt (b — 00,4 — —0o0) f;fdx nach [ fdyx, und umgekehrt, wenn
f; f dx beschrinkt ist, so ist f integrabel. Fiir beliebige f hat man f; |f| dx
beschriankt anzunehmen.

Fiir eine stetige (also messbare und in jedem Intervall beschrinkte, also in-
tegrable) Function f(z) kann man f: fdx genau wie im gewohnlichen Falle
ff f dx ermitteln (Riemannsches Integral). Es sei a = zg < 21 < -+ < Tp—1 <
Zn, = b eine Intervalltheilung, m; = min f und M; = max f in [z;_1,;],
| w; = M; —m; die Schwankung. 6; = x%¢ (1 = 1,...,n). Es liegt dann
f: fdx =3 f:_l f dx zwischen der Untersumme Y m;d; und der Obersum-
me Y M;d;, deren Unterschied Y w;d; durch Verkleinerung der Intervalle aber
beliebig klein (w; < e, Y w;d; < ex?) gemacht werden kann; d.h. bei unbe-
grenzter Verkleinerung der Intervalle convergiren Untersumme wie Obersumme
(wie auch die dazwischen liegenden " f(&;)d;, & ein Werth aus [z;_1, z;])nach
f:fdx. | Ist x(z) = [*_d(z)dz (I(z) stetig), so ist &; = I(&)(w; — zi—1),
& ein Wert in [33‘1'_1, .137;], Z f(@)éz = Z f(fz)ﬁ(&)(l‘z — .237;_1) konvergirt nach

(5]
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J2f@)d(@) de = [0 fdy:

/de— hm f dm—/ flz

b—>oo

— Im Anschluss daran kann man flir beschréinkte Functionen auch unteres
und oberes Riemannsches Integral definiren (Darbouxsche Integrale) und im
Gleichheitsfalle das Stieltjes-Riemannsche Integral f: f dx, dessen Existenz die
des Lebesgueschen (nicht umgekehrt) und die Gleichheit beider nach sich zieht;
wir lassen dies beiseite, da dieser Integralbegriff respective der entsprechende
Jordan-Peanosche Massbegriff fiir unseren Zweck nicht ausreicht; die messbaren
Mengen bilden hier kein abgeschlossenes System. (Es gilt nur (), nicht (y).
Die Grossen ®(X), ®(X) wiirden sich ergeben, wenn man ®(X) = inf ®(E)
fir £ D X statt (5) definirt, E endliche Intervallsumme).

| Kehren wir zu links stetigen ¢(z) mit p(—o0) =0, @(+00) = 1 zuriick. Sei
f(x) stetig und beschrdinkt, | f| < M, also f(xz+y) als Function von x ebenfalls.
Die Function

-/ " fe +y) de() (20)

(d. h. das Integral iiber die ganze Gerade erstreckt) ist wieder beschrdankt, |g| <
M; ausserdem ist sie stetig. Denn (a < b)

IN

lg(y) — g(n)] |[f(z +y) = flx+n)|dp(z)

b
< AM(p% o+ o) + / F@+y) — fla+ )| do(a)

und hier kann man erst a, b so wahlen, dass ¢® _ + ¢p° < €, sodann wegen der
gleichmissigen Stetigkeit im endlichen Intervall y — 7 so klein, dass | f(z+y) —

flea+n)| <efira<az <o, f; |...|dp(z) < el < e. Hat f(x) ausserdem
eine beschrinkte stetige Ableitung f/(x), so ist

w- [ T Plat ) dele) (30)

und also hat auch g(y) eine beschrinkte stetige Ableitung (|¢’| < M’, wenn
|| < M’). Denn es ist, wenn ¢'(y) zunichst durch (30) und noch nicht als

di’i—(y) erklért wird,
y

g(y;:i(n)_g,(y) _ /[f(aery
= /[f(x+<

~—

flz+mn)
-

— f'(z 4+ y)] dp(x),

— f(x +y)| de(x)

\./@



wo ( ein (auch von z abhingiger) Werth zwischen y und 7 ist; dasselbe Rai-

sonnement wie oben zeigt aber, dass fiir hinreichend kleines y — 1 das Integral
rechts beliebig klein wird, also lim,_, %g(") = ¢'(y).
Hat f(z) auch noch eine stetige und beschriinkte zweite Ableitung f”(z), so

hat auch g(y) eine und zwar

0= [ T e+ y) doa)

(l¢"| < M", wenn |f"] < M") us.t.

| §6. Vertheilung eines Variablenpaares.

z = (x,y) sei ein Variablenpaar oder ein Punkt in der Ebene P mit den
rechtwinkligen Coordinaten x,y. Unter den ebenen Punktmengen Z sind die
Productmengen Z = (X,Y) bemerkenswerth; dies soll die Menge aller z sein,

wo z die Menge X, y die Menge Y durchliduft (eine Art Productbildung, die
auch mit X x Y bezeichnet wird; vom Durchschnitt zu unterscheiden.)

So ist P = (M,N), wenn M die z-Achse, N die y-Achse ist. Ein Intervall
I = [&),&) der a-Achse mit einem Intervall H = [ny,n) der y-Achse liefert ein
ebenes Intervall

K=(,H)=( <z<& n<y<n),

d. h. ein Rechteck, zu dem von seiner Begrenzung nur die linke untere Ecke

und die beiden darin zusammenstossenden Seiten, nicht die iibrigen Ecken und
Seiten zu rechnen sind. Hieraus entstehen Grenzfille (mit dem obigen 16), wenn
man fiir I oder H auch Halbgerade oder die ganze Gerade zulésst, d. h. £, oder

1o durch —oo, £ oder 1 durch +oo ersetzt; wir fithren nur die folgenden an: |

Halber Parallelstreifen: So<x < —co<y<n)

(
Parallelstreifen: (b <z<E —00<y <o)
Halbebene: (o< < —o0<y <00)
Quadrant: (—o<x < —c0o<y<n)

Bl. 116
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Eine Zerlegung I = I +---+ I,,,, H = Hy + --- + H, der linearen Inter-
valle liefert fir K = (I, H) eine vollstindige Zerlegung

K = (I1,H1) + (I1, H2) + - - - + (I;m, Hy).

Eine beliebige Zerlegung K = K; + --- 4+ K, kann man durch Ausziehen aller
Theilungslinien in eine vollstdndige Zerlegung von K, Ky, ... K, verwandeln.

Das kleinste abgeschlossene System By ebener Mengen, das die K enthélt,
heisst wieder das Borelsche System, seine Mengen die ebenen Borelschen Men-
gen. Sind A, B lineare Borelsche Mengen, so ist (A, B) eine ebene Borelsche
Menge. Denn By enthilt ausser den (I, H) die (I,,H),(Iss,H),...,(A, H),
(A,H,), (A, Hys), ..., (A, B). Der Durchschnitt einer ebenen Borelschen Men-

ge C mit einer Geraden D ist emel lineare Borelsche Menge. Denn DK ist
ein I (d.h. ein lineares Intervall [«, 3), eventuell 0), DK, ein I,, DK,s ein
Iss,...,DC ein A.

Bedeutet G eine (lineare oder ebene) offene, F' eine abgeschlossene Menge,
G5 den Durchschnitt abzdhlbar vieler G, F,, die Summe abzihlbar vieler F', so
gilt:

I. C sei ein ebenes G5, B ein lineares F,, X beliebig. Ist C O (X, B), so
giebt es ein lineares G5 A D X derart, dass auch noch C O (A, B).

| Beweis. (o) C sei offen, B beschréankt und abgeschlossen. C kann als Summe
abzéhlbar vieler offener Rechtecke k,, = (in,hn) (WO iy, h, offene Intervalle
sind) dargestellt werden, z. B. der in C' enthaltenen mit rationalen Ecken. Jeder
einzelne Verticalschnitt (x, B) von (X, B) ist nach dem Borelschen Satze in



endlich vielen dieser k,, enthalten; der Durchschnitt dieser i,, sei iy; (iz, B) ist
C C. Die Summe aller i, liefert eine offene Menge A 2 X mit (A, B) C C.

(8) C =C1C4--- seiein Gs, die C,, ebene offene Mengen; B = BiUByU- -
ein F, die B, lineare abgeschlossene Mengen. Mankann Cy 2 Cy O --- | B; C
By C --- und die B, beschrinkt annehmen; denn ist N,, = [—n,n], so ist
N = NjUN>U--- und, wie leicht zu sehen, B = BN = BiN1UB3;NyU---. Da
nun C,, 2O (X, B,,), so giebt es eine offene Menge A,, O X mit C,, 2 (4, Bn).
Sei A = AjAy--- (ein lineares Gy); so ist A O X. Ferner C,, 2 (A, B,,), fiir
m<n Cp 2 (A By),alsoCy, 2 (4,B), C2D(A,B).

| Sei nun P ein abgeschlossenes, die ebenen Intervalle (also auch ihre Grenzfille) Bl 121

enthaltendes System ebener Mengen Z, in dem eine additive Mengenfunction
Q(Z) > 0 definirt ist. Hierzu gehort wieder eine Punktfunction

w(&n) =Qx <&y <n),

das w-Mass fiir jene linken unteren Quadranten, mit folgenden Eigenschaften:
(A) Sie ist nichtnegativ; nach £ einzeln, nach 1 einzeln und nach £,n zusammen
monoton zunehmend.

(B) Sie ist nach links unten stetig.

(C) Sie ist beschrinkt; fir £ — —oo oder n — —oo convergirt sie nach 0.

(A) besagt, dass fiir &y < &, 1o < n die Differenzen

w(&n) —w(&,n) =0
w(&;n) —w(& m) =0
W(ﬁﬂ?) - W(&UO) - w(fovn) +w(£0,’[70) 2 0.

2
2

Die erste ist Q(& <z < &; y < 1), das Mass fiir einen halben Parallelstreifen,
ebenso die zweite; die dritte Doppeldifferenz, die wir mit

wéc?ﬂo =w(&,n) —w(& o) — w(,n) +w(&o,m0) (1)

abkiirzen, ist das Mass eines ebenen Intervalls = Q(&y <z < &, no <y < 7).
(B) bedeutet, dass

w(€—0,7-0) =h_1]igow(§—hm—k) =w(&,n). (2)

|In der That: ist & < & < -+ — &, m < n2 < --- — 1, so bilden die
Quadranten (z < &,, y < n,) eine aufsteigende Folge mit den Quadranten
(r <&, y <n) als Summe, also w(&,,nn) — w(&,n). Und ist &, — £ —0, n, —
1n — 0 eine beliebige Folge, so kann man aus ihr eine Theilfolge obiger Art
herausgreifen; w(&,,n,) enthélt eine nach w(§,n) convergente Theilfolge und
muss, da fiir jede Theilfolge dasselbe gilt, selber nach w(€,n) convergiren.
Beildufig folgt aus (A) (B), dass alle vier Quadrantengrenzwerthe w(§+0, n+
0) und alle vier Achsengrenzwerthe w(€ +0, n),w(&,n £ 0) existiren und darin
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immer £ — 0,7 — 0 durch &, ersetzt werden konnen, so dass nur die 4 Werthe

w&n) = Qz <& y<n)
w(&n+0) Uz <& y<n)
wl+0,n) = Qz<E y<n)

wl+0,n+0) = Qz<E y<n)

iibrig bleiben.
Zu (C): es ist w(&,n
(2)

) < Q(P) = u, woraus man mittels aufsteigender Qua-
die F

dranten genau wie ormel
w(00,00) = lim w(&,m) = p (3)
§—00
n—00

beweist. Mit w(€,n) sind noch die beiden Functionen
p(§) = w(§,00),  ¥(n) =w(oo,n) (4)

verkniipft, die Masse von Halbebenen: Q(x < &), Q(y < n); sie sind ihrerseits
monoton und

p(00) = 1(00) = p,  p(—00) = Y(—00) = 0.

Endlich folgt aus w(&,n) < ¢(£), dass fir £ - —c0  w(&,n) — 0, gleichviel was
die Variable n thut (d.h. w(&,,n,) — 0 fiir £, — —00), ebenso fiir
n— —oo w(&mn) — 0.

Ist nun umgekehrt eine Function w(,n) mit diesen Eigenschaften gegeben,
so existirt ein abgeschlossenes Mengensystem ‘P (das Lebesguesche), das die
Intervalle K enthélt und in dem eine additive Mengenfunction Q(Z) erklirt
ist, die fir Quadranten (z < &, y < 1) mit dem vorgegebenem w(&,n) iiber-
einstimmt. Der Beweis ist genau wie im linearen Falle, so dass es geniigt, die
Definitionen anzugeben:

fir K = (fo<az<&m<y<n) Q(K):wggno
fir £ = Ki+---+K, QUE) =Q(K1) + -+ QK,)
firA = Ki+Ky+--- QA) = Q(K7) + QKs2) +

Q(Z) =infQ(A) fir ADZ
0(7) = - (P - 2)

Dass fir K = K1 +---+ K,, QK) = Q(K;) +--- + Q(K,,), ergiebt sich
mit Hiilfe vollstéindiger Zerlegungen; dass fir K = K; + Ko + -+ Q(K) =

QK;) +QK) + -+, | beruht wieder darauf, dass man vermoge (2) die In-

tervalle K unter beliebig kleiner Anderung von € zu abgeschlossenen oder zu



offenen vergrossern kann. Die Momente oder Stieltjes-Doppelintegrale sind pas-
send auch mit Doppeldifferential

//fd%;:/ £ ddw

(ausfithrlicher [[ f(z,y)d?w(x,y)) zu schreiben, da hier die Doppeldifferenz

wggno dieselbe Rolle spielt wie im linearen Fall die einfache @EO; ihre Definition

ist: fiir eine Skalenfunction f, die die endlich oder abzéhlbar vielen Werthe w,
in den messbaren Mengen Z,, annimmt,

] 180 =3 wn sz (5)

die Reihe als absolut convergent vorausgesetzt, und fiir eine messbare Function
f =lim f, als gleichméssigen Limes integrabler Skalenfunctionen

[ £ o=t [[ g (6)

Auch [f 2 f d?w wird wie damals erklirt, fiir ein in P integrables f definirt dies
in P eine additive Mengenfunction.

| Reduction auf einfache Integrale. Mit der monotonen Function ¢(§) = w(€, 00) Bl 125
bilden wir auf der z-Achse das Lebesguesche System 9t der messbaren Mengen
X, d.h. wir definiren ®(X), ®(X) wie im vorigen Paragraphen und im Gleich-
heitsfalle ®(X). Jeder Menge X entspricht eine ebene Menge Z = (X, N),
gebildet von den durch alle Punkte von x gehenden Verticalgeraden; nennen

wir dies einen Verticalstreifen. Wir behaupten, dass

QX N) = 2(X), QX,N)=2(X), (7)

so dass also (X, N) und X gleichzeitig (nach w resp. ¢) messbar sind und in
diesem Falle
QX, N) = 2(X) (8)

besteht. Die messbaren X und die messbaren Verticalstreifen (X, N) bilden ab-
geschlossene Mengensysteme, zu denen die Intervalle I und die Streifen (I, H),
daher die Borelschen Mengen X und die entsprechenden Borelschen Streifen
(X, N) gehoren; fiir diese also besteht die Gleichung (8), da sie per definitionem
fiir die Halbgerade (—o00,&) und also fiir die I, I, ... besteht. Ist X beliebig,
AD X ein Gs (§5) mit ®(A) = &(X), so ist

Q(X, N) < Q(A,N) = &(A4) = B(X).

Andererseits sei C' ein ebenes G5 O (X, N) mit Q(C)

= Q(X,N); | nach 1. BL 126
existirt, da N ein F,, ist, ein lineares G5 A 2 X mit C D (A4,

N), also

Q(X,N) = Q(C) > Q(A, N) = B(4) > T(X).
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Hiermit ist die erste Gleichung (7) bewiesen; die andere folgt nach der Definition
der unteren Masse unter Beriicksichtigung von Q(P) = ®(M) = p.
Hieraus folgt weiter, wenn f = f(z) Function von z allein ist,

[[ 1@ ey = [ 1@)dew) (9)

in dem Sinne, dass mit dem einen Integral auch das andere existirt und ihm
gleich ist. Denn ist f messbare Skalenfunction und nimmt die Werthe u,, als
Function von z in den linearen Mengen X ,, als Function von z, y aufgefasst in
den zugehorigen Verticalstreifen Z,,, = (X,,, N) an, so ist f, wenn im einen, so
auch im anderen Sinne messbar, ferner ist (Z,,,) = ®(X,,) und die das Integral
definirende Reihe ist beidemal dieselbe. Jede messbare Function f(z) kann
durch messbare Scalenfunctionen f, (z) gleichmissig approximirt werden, wo-
raus sich (9) allgemein ergiebt. Dasselbe Raisonnement gilt auch fiir Horizontal-
und schrige Streifen; d. h. ist s = ax + By («, B nicht beide 0) und

x(0) = Qaz + By < o) (10)

| die Massfunction fiir diese, durch Parallelen s = o begrenzte offene Halbebe-
nen, so ist

[[ s+ sy i) = [ 1) dxto). (11)

Unabhingige Variable. Wiederholte Integrale. Sei A das Ereignis (z < £), B
das Ereignis (y < 1), AB das Ereignis (z < £, y < 7). Auf die Menge P aller
moglichen Fiille bezogen ist, wenn X = (—00,£) und Y = (—o0,n) die entspre-
chenden linearen Halbgeraden bedeuten, (X, N) die Menge der fiir A giinstigen
Fille, (M,Y) die der fiir B giinstigen Fille, ihr Durchschnitt (X,Y) die Menge
der fiir AB giinstigen Fille. Die w-Masse dieser Mengen sind ¢(€), ¥ (n), w (€, n),
also wegen Q(P) =

Oy )
w(A) = o (B) .

Wir nennen (§1) die beiden Variablen z,y unabhingig, wenn stets

_w(&n)
w(AB) = ? (12)

3

w(AB) = w(A) w(B),

also
pw(&mn) =) v(n),

d.h. w(&,n) das Produkt zweier monotoner Functionen je einer Variablen ist.
Zur Vereinfachung setzen wir p =1

w(&n) = (&) ¥(n) (13)

so dass nunmehr

we s = [0(€) — (&) [ (n) — ()] = g, - ¥,



die Doppeldifferenz das Produkt von zwei einfachen Differenzen wird. Ent-
sprechend ersetzen wir das Doppeldifferential dw(x,y) durch dp(z) dy(y), das
Produkt zweier einfacher Differentiale:

[[ 1= [[ raod

Hierher gehort der Fall w(z,y) = xzy, wo Q(K) das Flichenmass des Rechtecks
K, Q(Z) das Lebesgquesche Flichenmass von Z, [[ fdxdy das gewdhnliche
Lebesguesche Doppelintegral wird. Die (wegen ¢(400) = £00 u.s.w.) néthigen
Modificationen sind wie im linearen Fall zu bewirken.

Auf der x-Achse M definiren wir mit der Verteilungsfunction p(z) die dus-
seren und inneren Masse ®(X), ®(X), wir erhalten insbesondere das Lebesgue-
sche System 90t der messbaren (nach ¢) Mengen X mit der additiven Mengen-

function ®(X). Entsprechend auf der Y-Achse N: ¢ (y), ¥(Y), ¥(Y), ¥(Y), N.

In der Ebene P : w(z,y), UZ), Q(Z), Q(Z), PB. Sodann kénnen wir mit ¢

und ¢ wiederholte einfache Integrale bilden; ist z. B. f(z,y) bei constantem x
nach 1 integrabel, so ist

Fe / fdy, Flz)= / Fy) dib(y) (14)

| Function von x allein, mit der, falls sie nach ¢ integrabel ist, das iterirte

Integral
[rao=[ao [ rav (15)

gebildet werden kann. Wir fragen, ob dies dem Doppelintegral gleich ist:

[[raeao= [ap [ rav= [ra. (16)

und werden beweisen:

II. Falls das Doppelintegral [[ fdedy und fir jedes x das einfache Integral
F = [ fdy ezistirt (also f nach w und bei constantem x nach v integrabel
ist), so ist F' nach ¢ integrabel und es besteht (16).

Ein entsprechender Satz gilt fiir Mengen: der Menge Z ordnen wir die ,,charak-
teristische Function® f zu, die in Z gleich 1, in P — Z gleich 0 ist. (z,Y") sei der
Durchschnitt von Z mit der Verticalen (z, N), Y = Y (x) seine Projection auf
die y-Achse; der Kiirze halber nennen wir Y selbst (statt (x,Y"), was sprachlich

niher liegt), einen Verticalschnitt von Z. Dann lautet II:
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III. Falls Q(Z) und fir jeden Verticalschnitt Y U(Y') ewxistirt, (also Z nach
w und jeder Verticalschnitt nach v messbar ist), so ist ¥(Y) nach ¢ integrabel
und

(2Z) = /\I!(Y)dap. (17)

Nennen wir einstweilen Functionen und Mengen, fiir welche die Sitze gelten,
(d.h. die sowohl die Voraussetzungen wie die Behauptungen erfiillen) normal.
Summe und Differenz von zwei normalen Functionen ist normal, ferner: Wenn
die normalen Functionen f, aufsteigend nach f convergiren und zugleich I, =
[[ fandedyp — I, F, = [ fodp — F (letzteres fir jedes x), so ist auch f
normal.

Denn nach §5, Iist dann [[ fdedy = I, [ fdip = F; da ferner die nach
¢ integrablen Functionen F), aufsteigend nach F convergiren und [ F, dp =
I, — I, so ist, wieder nach demselben Satz, auch F' nach ¢ integrabel und
[Fde=1.

Insbesondere ist die Differenz Z; — Z5 normaler Mengen normal (charakte-
ristische Function f; — f2) sowie die Summe Z; + Z5 von zwei fremden nor-
malen Mengen (charakteristische Function f; + fo. Dass allgemein Z; U Zs

normal ist, folgt hier | noch nicht; die charakteristische Function ist nicht
f1 + f2, sondern max [f1, fo] oder fi + fa — f1f2). Ferner ist die Summe Z =
Z1UZsU- - aufsteigender normaler Mengen normal (charakteristische Functi-
on f = lim f,, mit aufsteigenden f,, wobei f,,I,, F, < 1 sind, also die Grenz-
werthe I, F' sicher existiren); ebenso die Summe paarweise fremder normaler
Mengen Z = Zy + Z3 + ---. Da nun die Intervalle K = (I, H) offenbar nor-
mal sind (der Verticalschnitt ist H oder 0, wenn z in I oder M — I liegt,
UK)= [, Y(H)dp=2()¥(H) = @201&;’0 = wéé’no), so sind es auch die Men-
gen A = K; + Ko + - -, ferner die As (als Durchschnitte absteigender A,,; da
das Complement jeder normalen Menge normal ist, ist mit der Summe aufstei-
gender auch der Durchschnitt absteigender normaler Mengen normal) und ihre
Complemente.

Zu einer beliebigen Menge Z bilden wir eine Borelsche Menge C' O Z mit
Q(C) = Q(Z), wobei C als As, also normal angenommen werden kann. Jeder
Verticalschnitt B von C ist eine lineare Borelsche Menge und schliesst den
entsprechenden Verticalschnitt Y von Z ein, also ist ¥(B) > ¥(Y) und nach

 integrabel, d.h. nach der Definition des oberen Integrals (§5) |

Q(Z) = Q(0) = / U(B)dyp > / T(Y) dp.

Ebenso konnen wir eine Menge C' C Z mit Q(Z) = Q(C) benutzen, die als
Complement eines A5 normal ist. So erhalten wir

Q(7) < / (V) dip < / T(y) dp < U2). (18)



Ist (Z) vorhanden, so stimmen die inneren Integrale, also auch die zwischen
ihnen liegenden [W(Y)dp und [¥(Y)dy, mit Q(Z) iiberein, d.h. ¥(Y) und
U (Y) sind nach ¢ integrabel und

2) = [wv)de= [T)de

Daraus folgt iibrigens wegen ¥ > W, dass bis auf eine Nullmenge X (mit
®(X) = 0) ¥ = ¥, die Verticalschnitte einer messbaren Menge ,fast iiberall*
nach ¢ messbar sind. (Dies giebt eine Verschiirfung des Satzes III und eine
analoge von II). Nehmen wir von vornherein die Existenz von ¥(Y') fiir jedes
2 an, so folgt (17) und III ist bewiesen.

Beispiele. Sind A, B lineare Borelsche Mengen, so ist C' = (A, B) eine ebene
Borelsche Menge und (17) giebt

Q(A, B) = ®(A) U(B).

Sind X, Y beliebige lineare Mengen und Z = (X, )_0 schliesse | man X,Y in
Borelsche Mengen A, B mit ®(A) = ®(X), ¥(B) = ¥(Y) cﬂn da dann Z in C
eingeschlossen ist, ist Q(Z) < Q(C) = ®(A) ¥(B) = (X)) ¥(Y).

Ebenso ergiebt sich

B(X)L(Y) <Q(2) <Q(2)

IN

D(X)D(Y).
Also: sind X, Y nach ¢, messbar, so ist (X,Y’) nach w messbar und
QX,Y) = o(X) ¥(Y), (19)

womit die Unabhiingigkeitsbeziehung (13) verallgemeinert ist.

Ist Z die Halbebene (r +y < o), ihr Mass Q(Z) = x(o) also die Verthei-
lungsfunction fiir die Variable s = x + y, so ist der Verticalschnitt Y durch die
Halbgerade y < o — x gegeben, also

o) = / (o — ) dp(x) = / (o — ) dp(y). (20)

Kommen wir nun zum Satz II; es geniigt, ihn fir f > 0 zu beweisen (im
allgemeinen Fall ist die Zerlegung f = f1— fain f1 = §|f|+3f, f2=4|f]—%
zu benutzen). Ist f > 0 zuniichst eine Skalenfunction, die die Werthe w,, in
den Mengen Z,,, bei constantem z in ihren Verticalschnitten Y,,, annimmt, so
existirt nach Voraussetzung

//fdsadw=2umﬂ(zm), FZ/fdw:Zum\I'Y

| und es 1st QZy) = [V(Y,,)de. Nach §5, IT ist, wegen der Convergenz von
> [ um¥( d(p ST U ( m), auch F' nach ¢ integrabel und [ f dyp gleich
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der Summe = [[ fdpdy. — Eine beliebige Function f > 0, die nach w und
bei constantem x nach v integrabel ist, kann man als Limes aufsteigender
Skalenfunctionen gleicher Eigenschaft darstellen (sei g = me in

[me < f < (m+ 1)

firm=20,1,2,...; setzt man € = 1, %, i, ..., so convergirt g aufsteigend nach

f); diese sind bereits als normal erkannt, ihre Integrale nach w und ¢ sind nach
oben beschrinkt (< [[ f dediy resp. < [ fdip) und danach ist auch f normal.
Q.E.D

Ein zu II entsprechender Satz gilt bei Vertauschung von z,y, also

[[raeao= [av [sap= [Gas, c=[rao e

Ist f nach w, bei constantem x nach 1 und bei constantem y nach ¢ integrabel,
so sind die beiden iterirten Integrale gleich, die Integration vertauschbar.

Ist f(x) nach ¢ , g(y) nach ¥ integrabel, so ist f(x)g(y) nach w integrabel.
Ist dies bewiesen, so folgt aus (16)

[[1adedv = [£ap- [qav. (22)

eine Verallgemeinerung von (19). Man kann sich wieder auf f > 0,9 > 0
beschréinken. f ist nach ¢, also nach w messbar, vgl. (8), ¢ und fg sind nach
w messbar. Sind f(= u, in X,,) und g (= v, in Y;,) Skalenfunctionen, so folgt
aus der Convergenz von > um®(X,,), > v, ¥(Y,,) die der Doppelreihe

3t tn X 0(a) = Y 00X o) = [ [ o

Endlich: zu f > 0, g > 0 bilde man integrable Skalenfunctionen f>fa3>g9
aus der Messbarkeit von fg und der Integrabilitdt von fg folgt wegen 0 < fg <
fg die Integrabilitit von fg.

Momente und logarithmische Momente. Fiir eine Variable x mit der Verthei-
lungsfunction ¢(x) seien

uk:/xkdga (k=0,1,2,...)

die Momente (g = 1); wir nehmen an, dass alle existiren. (Mit uy existirt
auch v, = [ |z|*dy, also vy_1 und pg_1. Im Allgemeinen werden po, . . ., fig—1
existiren, gk, fg+1, ... nicht). Die logarithmischen Momente A definiren wir
durch §2, (7), um von der Voraussetzung

Tu u U,2
e d¢=1+ulﬁ+uzg+"'



unabhéingig zu sein. (Es gilt aber: wenn fiir |u| < p das Integral existirt, so con-

vergirt auch die Reihe, und umgekehrt, und beide | sind gleich). Entsprechend
sind fiir ein Variablenpaar x,y die Momente

Ml = // Pyl dPw (oo =1)

und die logarithmischen Momente (Ende von §2) zu definiren. Sind z,y un-
abhingig mit den Vertheilungsfunctionen ¢, ¢ und den Momenten

HE0 = /xkd% Ho,l = /yld¢;

so existiren nach (22) auch die Momente fi; = g0 - fo,i-
Fiir die Summe s = x + y mit der Vertheilungsfunction x = (20) ist nach

(11)
[1rx) = [[ 1w+ ) dota) dvo).

insbesondere sind ihre Momente

fn, = /SndX = // (z +y)" dpdip = Z (Z) HE,0 ho,n—k
k

und hieraus folgt algebraisch, dass die logarithmischen Momente sich additiv
verhalten: Ay = Ag0 + Ao, oder

Ak(x + y) = )\k(x) + )\k(y)

| Die Bayessche Regel. A sei das Ereignis [z < €], B; das Ereignis [y = y;]
und wp, (4) = ¢(&, yi), d. h. die Vertheilungsfunction ¢ von x héngt noch von
einem Parameter y ab, der vorldufig einzelne Werthe y; mit den Wahrschein-
lichkeiten w(B;) = §; annehmen kann. Ist B = By + - - - + B,, (die y; paarweise
verschieden), so ist

w(AB) = ZU}(ABi) = Zﬂz ©(&s vi)-

Ist nun aber der Parameter y selbst eine allgemeine Variable mit der Verthei-
lungsfunction 1 (n) = w(y < n), so wird das Moment > 5; (&, y;) von ¢(&, y)
nach y nun durch ein Stieltjes-Integral zu ersetzen sein, z. B. fir B = (y < n)

n
wB) = [ ple v = [ wlenav)

(—o0,m) —0o0
Dies ist das, was wir sonst w(&,n) genannt haben; es ist also hier

waB) =& = [ pl& v avty)

— 0o
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(¢(z,y) nach = monoton und links stetig, ¢(—oo,y) = 0, @(co,y) = 1),
wahrend

wi) = | T ) dey) = 9©),  w(B) = vln)

—00

ist. Die Variablen z,y sind hier nicht unabhingig. Ist A eingetreten, so ist
wa(B) = w(AB) : w(A) = w(&,n) : ¢(§) die Wahrscheinlichkeit a posteriori
von B.

| § 7. Das Exponentialgesetz. Der Grenzwerthsatz von Liapunoff.

Die Eulerschen Integrale (vgl. Lehrbiicher der Integralrechnung).
() = / et ldt (> 0)
0

ist das Eulersche Integral 2. Gattung, die I'-Function Legendres. Gauss setzt
I(a) =T(a+1) fir > —1. Aus

d
pr (e7t*) = ae "t —e "t (a>0)
folgt durch Integration zwischen 0, co

MNa+1)=al(a) oder I(a)=all(a—1) (> 0)

und da I‘(l):H(O):/ e tdt=1: II(n) =n! firn=12,...
0

1
Bog) = [ w 1w (a,5>0)
0
ist das Eulersche Integral 1. Gattung. Es driickt sich vermoge

[(a)T(B)
I(a+ 3)

durch I'-Functionen aus. Kiirzester Beweis, bei dem aber Theorie der Doppelin-

B(a, ) =

tegrale vorausgesetzt wird: | Setzt man in
o0
I(a) = / et dt t = a2
0
so wird

I(a) = / e~ p2o1 dz, rp) = 2/ e_yzym_1 dy,
0 0

Ta)T(B) = 4/ / €7x27y2x2a71y2,871 dxdy.
o Jo



In diesem Doppelintegral iiber den positiven Quadranten der xy-Ebene fiihre
man Polarcoordinaten ein: z = r cos g, y = rsin ¢, wobei dzdy durch (z,y, —
YrZy)drdy = rdrde zu ersetzen ist. Also

() T(B) = 4/ dr/2 dep - e_rzrm“ﬂ_l(cos @)% (sin )20 ~1
0 0

s

=2T(a+f)- /2 (cos )2~ (sin )2~ dyp

0
1
(cos? o = u) =T(a+p)- / w11 —u)?~Ldu. q.e.d.
0
Fiir ganze Zahlen m,n > 0 hatten wir die Formel
1
r nr 1 I'n!
[ = K DT D)
0 I'(m+n+2) (m+n+1)!

bereits elementar abgeleitet (§1 am Ende).
Fiir « = f = 1 wird nach der Formel, in der noch ¢ vorkommt

(ORISR

(pos. Wurzel). | Also Bl. 140

N 2/ e dr = / e~ da.
0

— 0o

Die monotone Function
1 xT
O(z) = —/ e du (P(—o0) =0, &(+00) =1) (1)
VT s

oder allgemeiner

& 2 2
B(h(¢ — a)) = % / ME ge (1> 0) (2)

liefert die in der Wahrscheinlichkeitsrechnung wichtigste Vertheilungsfunction
einer Variablen z oder &, mit der Dichtigkeit
1
VZd

das Gausssche Erponentialgesetz. Die Momente von (1) sind nach §5 (27)

1 o0
= ﬁ /_Oo e gk dz,

h
e oder ﬁe_h?(g—a)?;
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also py = pg = -+ = 0, withrend fiir gerade Indices (2% = t)

2 /Oo —z? 2k 1 /Oo —tk—1
Lok = —= e xfdr = — e "t dt
V7 Jo VT Jo

rk+%) 1 3 2k—1 .
= = — — s s . IS
r (%) 2 2 2 '
_1 1 13 1.3 5
o =14, N2—27 M4—2_2, N6—2 5 9
Das Moment von e** (u eine Variable) ist
1 o 1 o w)2, u? u?
Memu _ ﬁ‘/_ooe_m%l—mudx _ ﬁ‘/_ooef(wfz) + dr = GT,
2
u
log M ™ = —
ogMe a
alle logarithmischen Momente des Ezponentialgesetzes (1) sind 0 bis auf
A =L

Fiir # = h(£ — ) ist, wie wir wissen, fiir k > 2 \g(2) = M\ (h€) = hFAL (),
wihrend Aj(x) = h(A1(§) — «) ist. Also: alle logarithmischen Momente der
durch die Vertheilung (2) bestimmten Variablen sind 0 bis auf Ay = « und
Ay = oz h das Prdicisionsmass (je grosser h, desto kleiner die Streuung).

Zwei unabhéngige Variable &1, s mogen die Vertheilungen ®(hi(&1 — aq)),
®(h2(&2 — ag)) haben. Wegen der Addition der logarithmischen Momente hat
dann & = & + & die ersten beiden logarithmischen Momente o = a3 + a2 und

o111

2n2 2\ h?  h3)’
die iibrigen 0. Man ist hieraus versucht zu schliessen, dass ¢ die Vertheilung
®(h(§ — ) hat (im Allg. ist jedoch eine Vertheilung durch ihre Momente oder

logarithmischen Momente nicht bestimmt). In der That ist nach §6, (20) die
Vertheilungsfunction von £

/ T B(ha(€ — &1 — 02)) dB(h (6 — on))

— 00

|odermit£—a:x, L—ap=x

- / @ (ha(z — 21)) d®(h121) = ke / e g / ehae=e)” g

—0o0 —0o0 —0o0

hiho [* > 2+h2)al+2h3 3a”
_ dx e—(h1+h2)m1+2h2mml—h2m d!Bl
T Joe —oo



T o hih hh 2 5 o
_ hth/ dx/ o (e By e
—0o0 — 00

—i me_h%2 T = T) = —
=2 [ e = w0 = @0l — ),

Also: die Summe von zwei unabhingigen Variablen mit Exponentialgesetz folgt Bl. 142
wieder dem Exponentialgesetz (Erhaltung des Exponentialgesetzes). Dasselbe
gilt natiirlich fiir drei oder mehr Variablen, sowie fiir eine beliebige lineare
Verbindung von ihnen mit constanten Coefficienten.
Auch die Absolutmomente der Vertheilung (1) sind von Interesse:

1 > —z? k 2 /OO —2?_k F(kgl)
v = —— e |V dr = — e v xVdr = ,
g ﬁ/_m = VT Jo r (1)

wobei vop, = sk, hingegen BI. 143

LTk _ B 1
2k+1 — F(%) _ﬁ7 l_ﬁv

Neben ®(z) fiihrt man noch ein (da ®(0) = 3)

V3 = Vs =

Rl 2
Ve TV

O(r) = 20(x) - 1= 2(8(0) - 2(0)] = = [ " ds 3)

(Kramp’sche Function, Laplacesches Integral, Wahrscheinlichkeitsintegral); es
ist auch O(z) = ®(z) — ®(—=z) die Wahrscheinlichkeit, dass die Variable absolut
< z sei (fiir x > 0). O(z) ist eine ungerade Function, ©(0) = 0, O(c0) = 1.
Fiir kleine z ist die Potenzreihe

O(x) 2 z3 n x° z’ n
T 13 215 317
zur Berechnung bequem.
Fiir grosse x > 0 schitzen wir das Restintegral

| e de=vaa - ) = VT - e)

folgendermassen ab. Setzen wir

22 > 6_'52
Uy () = 2€” / gwdfa

so dass

o (z) = 267" / T € de = Jre” 1 — O(a)
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ist. Aus

_% (e—&zg—w—l) =278 4 (2 4 1) 22
folgt durch Integration zwischen z, 0o und Multiplikation mit e’
ey = Unlo) + 2 ),
Also der Reihe nach L1
Yo=g ™
U, = x2’1’+1 2n2+ 1\1'"4'1

Die Reihe
1 11 131 1351

38 235 22347
ist nun zwar divergent, aber nennt man o, (x) die Summe ihrer ersten n Glieder,
so ist (weil ¥,, > 0)

0 < (=1)"[Yo(z) — ont1(x)] =

der Fehler, mit dem Wy (z) duch 0,41 (x) dargestellt wird, kleiner als das letzte
Glied. Oder auch: ¥y —o,, und ¥y — 0,41 haben entgegengesetztes Zeichen, d.
h. ¥y liegt zwischen zwei aufeinanderfolgenden Partialsummen. Hierdurch l&sst
sich Uy zwischen zwei Grenzen bringen, deren Differenz bei festem x zwar nicht
unbegrenzt verkleinert werden kann, aber doch mit wachsendem x beliebig klein
wird, und

71‘2

¢
N3
ldsst sich fiir einigermassen betrichtliches = schon sehr genau abschétzen.
Tafeln fiir O(z) finden sich in den meisten Lehrbiichern der Wahrscheinlich-

keitsrechnung; das folgende Téfelchen giebt geniigenden Aufschluss iiber die
rasche Annéherung an 1.

O(r)=1-— Uo(x)



x O | z Ok | z O
0,0 0,000 1,0 0,843 ] 2,0 0,995
0,1 112 | 1,1 880 | 2,1 997
0,2 223[12 910|22 998
03 329|133 93423 999
0,4 428 | 14 952 | 24 999
0,5 520 | 1,5 966 | 2,5 1,000
06 604|16 976
0,7 678 | 1,7 984
08 742 | 1,8 989
09 79719 993

| Wenn z dem Exponentialgesetz ®(hx) geniigt, so ist die Streuung oder
der mittlere Fehler m = ﬁ = 0,7071- #; ®(hx) = ®(0,7071 - ). Die
Wahrscheinlichkeit, dass x absolut < m, 2m, 3m, ... sei, ist ©(0,7071) =
0,6821, O(1,4142) = 0,9545, ©(2,1213) = 0,9973, ...

Wahrscheinlichen Fehler w nennt man bisweilen den, der von |z| mit gleicher
Wahrscheinlichkeit iiber- wie unterschritten werden kann; er bestimmt sich aus
©(0,7071 &) = %, 0,7071 2 = 0,4769, w = 0,6745m. Durchschnittlicher
Fehler d heisst das erste Absolutment

1 2
d=M|r|=—==1/=m=0,7979m. w =0,8453d.
VT h T
‘ , d" (e™) _a? ten
Die Hermiteschen Polynome. R e ist = e~ mal Polynom n'" Gra-
o
des, z.B.
d(e™™) P (™) e s
ga = ¢ (—2z), R (4z” — 2),
@) g

setzen wir (n =0,1,...)

dr (e—mz)

= e ), @)

so dass die Recursionsformel
1 !
fn—i—l = xfn - ifn

besteht. Diese f,, (bisweilen noch mit andern Zahlfaktoren; hier sind diese so
gewiihlt, dass f, = 2™ + --- den hochsten Coefficienten 1 hat) heissen die

Hermiteschen Polynome. |

Bl. 144v
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Nach dem Taylorschen Satz ist

a2 o dm (e—mZ) (_1)77, tn s o tn
(‘7’. 2) = . = B _—
‘ 20: dan il C zo: fa(@)

also

ST =3 ) 5)
0

Durch partielle Integration erhilt man fiir jedes Polynom f(z) (D = d;‘lT)

/O:O D™Me™") f(z) dz = —/o; D" Y(e=*") Df(z) dx

= /jo D" 2(e "\ D2f(z)dx = - = (—1)" /oo e D" f(z)dx,

— 00

also 0, wenn f(x) vom Grade < n ist, d. h.

/ e fu(x) f(x)dz =0,
— 00

fn(z) ist zu jedem Polynom niedern als n*®® Grades ,orthogonal“ (zwei Func-
tionen heissen beziiglich der monotonen Function ¢ orthogonal, wenn M fg =
J f(z)g(z) dp(x) = 0); insbesondere ist fiir n > m

[ e h@pn@ e =0 (6)
Bl. 147 | Fiir f(x) = fn(x) ergiebt sich
(=1"2" /00 e*x2fn(x)2 de = (-1)" n!/oo e dx

| e e = v (7)

|
also bei der Vertheilung (1) ist M f,,(z)? = n

Wenn eine Function ¥(z) (z.B. eine Wahrscheinlichkeitsdichte) die Reihen-
entwicklung

Ix) = %e_mz ch fn(x)
0

nach Hermiteschen Polynomen (resp. nach e~*" und seinen Ableitungen) in der

Weise zuldsst, dass die Reihe, auch nach Multiplication mit Potenzen von =z,
gliedweise von —oo bis oo integrirt werden kann, so ist

/DO Ha) fn(x)de = c, %,



die Reihe lautet also

Entsprechend fiir eine monotone Function mit ¢(—o00) = 0

0=y Sl 0w [ g et (10)
0 : —o0

Die Giiltigkeitsbedingungen fiir diese Brunssche Reihe sind noch nicht vollstéindig

geklart. Thre Partialsummen, d. h. Ausdriicke der Form

x)zzn:Cl,D”(I) x
0

haben sich als Darstellungen von Vertheilungsfunctionen praktisch vielfach
bewihrt; ja bereits das einfache Exponentialgesetz ®(z) (fiir eine Variable mit
w1 =0 und ps = %) ist gewissermassen ein Normaltypus fiir die meisten Ver-
theilungen. Woher kommt das?

Gauss macht das Exponentialgesetz durch folgende Betrachtung plausibel,
die er selbst allerdings spéter als ,,Metaphysik* bezeichnet. x sei etwa ein Be-
obachtungsfehler; d. h. bei einer Variablen £ (die durch Messungen bestimmt
wird — Zufallsspiel) sei ein Werth &, als der ,, wahre Werth“ ausgezeichnet und
x =& —&. ¥(z) sei die Wahrscheinlichkeitsdichte; wir nehmen sie als positiv
und mit stetiger Ableitung versehen an, ferner moége sie von £y unabhingig
sein. Angenihert ist 9(x) - A die Wahrscheinlichkeit, dass der Fehler in einem
kleinen die Stelle z umgebenden Intervall von der Linge A liege. Werden n
unabhéngige Messungen gemacht, so ist die Wahrscheinlichkeit

n

H 19(:&) Ai,

1

dass die Fehler | in kleinen Intervallen Agp,..., A, um die Stellen x1,...,z,
liegen; hierbei ist x; = & — &. Kennen wir nun &, ...,&, durch wirklich aus-
gefithrte Messungen, nicht aber &y, so wird nach der Bayesschen Regel die
Wahrscheinlichkeit, dass £y der wahre Wert sei, mit

n

[[9G)

1
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proportional, und der wahrscheinlichste Werth fiir &g, fiir den dieses Produkt
moglichst gross ist, muss der durch logarithmische Differentiation nach &, ent-
stehenden Gleichung

;wmzowwzww>

geniigen. Nun machen wir die Annahme: der wahrscheinlichste Werth von &
sei das arithmetische Mittel

Lt e

Dann muss also >} ¢(x;) = 0 sein, sobald Y. z; = 0 ist. Fiir n = 2 erhalt
man ¢ (z) + ¥(—x) =0, ¢ eine ungerade Function, fiir n = 3:

V() +9(y) = v(x +y),

und diese Functionalgleichung wird bei stetigem ¢ nur durch ¢(z) = 2ax erfiillt
(a const.). Das giebt log¥(z) = az? + b oder ¥(z) = ce®’ . Damit 25 9(x) da

existire und = 1 sei, muss a = —h? negativ und ¢ = % sein®,

Aber weder dies noch die Erhaltung des Exponentialgesetzes wiirden sei-
ne Bedeutung erkliren; diese liegt vielmehr in einem Grenzwerthsatz, der das
frither elementar abgeleitete Gesetz der grossen Zahlen dahin verschirft, dass
unter dhnlichen Voraussetzungen wie damals die Summe unabhdingiger Varia-

bler eine nach dem Exponentialgesetz convergirende Vertheilung hat.
Der Grenzwerthsatz.

Die allgemeinste Fassung, mit den geringsten Voraussetzungen, stammt von
A. Liapunoff (C. R. 132 (1900), S. 126-127, S. 814-815; Bull. Ac. Petersb. (5)
13 (1900), S. 359-386); der einfachste Beweis dieses Liapunoffschen Satzes von
J. W. Lindeberg (Math. Ztschr. 15 (1922), S. 211-225).

x sei eine Variable mit der Vertheilungsfunction ¢(x) (links stetig, ¢(—o0) =
0, p(+00) =1) und

/dsp: ]_’ /xd(p: O’ /x2 dsp = a2, ‘/|£E|3dL)0:CB7 (11)

6Zum Vergleich: ist die Wahrscheinlichkeitsdichte ce="1%l so ist der wahrscheinlichste
Werth & der, fiir den |£&1 — &o| + -+ + |€n — &o| ein Minimum ist. Man sieht, wenn man die
&1,...,&n paarweise verschieden annimmt und der Grosse nach ordnet: & ist bei ungera-
dem n der mittelste Werth, bei geradem irgend ein Werth im Intervall zwischen den beiden
mittelsten.




hohere Momente brauchen nicht zu existiren (a die Streuung). Ist g(z) eine
nebst ihren ersten drei Ableitungen stetige und beschrinkte Function, kurz
eine Function dritter Klasse, so ist nach §5 (am Ende) auch

£(t) = / ot — z) dp(z)

eine solche (und zwar |f"'| < M, wenn |¢"”'| < M). Wir haben nun

2 3

glt =) = g(t) —2g (1) + 5 g"(1) — G 9" (t = ©).

wo £ zwischen 0 und z liegt (auch von ¢ abhéngt) und also durch Integration

CL2

50— o0 -5 ") < g e

|<I>(x) sei eine weitere monotone Function derselben Art, mit der gleichen Streu- Bl 151

ung a,
/dcb: 1, /xc@:o, /x2d¢>:a2, /|a:|3d<1>203,
F(t) = [ gt - 2) db(o),
so ist auch
a2 " 1 3
IF(t)—g(t)—gg (t)] < EMC ,
also

56 = F@)| < 5 M (& +C).

Nehmen wir fiir ® das Exponentialgesetz ®(hzx) (jetzt in der Bezeichnung (1)),

V2a

osculirende Exponentialgesetz. Dann ist C3 =

; nennen wir dies etwa das ¢
1
VT h?

v3) = \/g -2a®. Uberdies hat man fiir jedes b > 0

—b b oo 1 —-b 0o 03
a? = / +/ —|—/ z?dp < - / —|—/ |23 dp +b* < — + b2,
N A b\J_ o Jo b

z. B. fiir

dessen Streuung = = a2, also h =

2h?

(s. die obige Formel fiir
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also
[f(t) = F(t)] < M e (12)

Hier ist also ¢ eine monotone Function mit (11), g(z) von dritter Klasse mit
gl < M, ®(hx) mit h = ﬁ das ¢ osculirende Exponentialgesetz,

£(t) = / ot —2)dpl(x),  F(t) = / ot — o) dd(hr).  (13)

| Sodann seien (n = 1,2,...) ¢, lauter monotone Functionen dieser Art (11)
mit

/dsonzl, /xdwn:o, /ﬁdson:ai, /|x3|dson=c;°;; (14)

Z1, X2, ... unabhdngige Variable mit den Vertheilungsfunctionen ¢, ; ferner y,, =
r1 + T2 + -+ + x, mit der Vertheilungsfunction ,,. Setzen wir

fult) = / gt — ) dipn (z) (15)

so ist nach §6, (23) (yn = yn—1 + T, Summe von 2 unabhéngigen Variablen)
unter Verwandlung des Doppelintegrals in ein iterirtes, fiir n > 1

fn(t) = /g(t - yn) dd}n(yn) = //g(t —Yn—1 — xn) dwnfl(ynfl) d@n(xn)

= [ ustt=a)donten) = [ fumslt=2)don(o)

welche Recursionsformel auch fiir n = 1 gilt, wenn man fy; = g setzt. Sind
ferner ®,,(x) = ®(hpz) mit h, = 1 : V2a, die ¢, osculirenden Exponential-
vertheilungen, X,, unabhéngige Variable mit diesen Vertheilungsfunctionen ®,,
und Y, = X7 + -+ -+ X, mit der Vertheilungsfunction ¥,, so ist mit

Fo(t) = / ot — ) AV, (z) (16)

ebenso

Fo(t) = / Fo o (t — 2) dd, (x) (Fy = g).

Alle Functionen f,, F}, sind von dritter Klasse und ihre dritten Ableitungen
absolut < M. Wenn nun bereits die Abschéitzung

|fn71(t) - anl(t” <M,

bekannt ist, so erhélt man unter Vermittlung der Functionen

gnlt) = / Focr(t— ) dD, ()



|gn(t) — Fn(t)] < My,
nach (12) aber
[fn () = gn(8) < M ey,
Falt) = Fa(®)] < Moy + M
und also, da My =0

[fn(t) = Fn(t)] < Mic?; =Md, (17)

Hierbei ist aber ¥, (x) = ®(k,x) selbst wieder das Exponentialgesetz mit dem
Streuungsquadrat

by =Y al (18)

also k, = 1:v/2b,; es ist das 1, osculirende Exponentialgesetz.

Die Abschétzung (17), wo fn, Fy, durch (15) (16) erkldrt sind, kann nun
wegen der Willkiirlichkeit von g in eine fiir die Functionen ,, ¥,, selbst ver-
wandelt werden. Nehmen wir eine feste Function dritter Klasse v(x), die in
(—00,0] gleich 0, in [1,00) gleich 1 und in (0,1) zwischen 0 und 1 gelegen ist,
z.B. |

v(z) = /(:7 31— x)% dx :/0 231 —2)3 da in [0,1];

es ist dann |y (x)] < m, wo m eine numerische Constante ist. Fiir [ >

0, g(z) = (%), welche Function 3. Klasse in (—o0, 0] gleich 0, in [/, 00) gleich
1

1 und in (0,1) zwischen 0 und 1 gelegen ist, ist ¢’ (z) = 5 7" (z), so dass die

Constante M in (17) durch @3 ersetzt werden kann. Betrachtet man den Ver-

lauf der Functionen g(t—x), g(t+1—z) und g(t+1—x)—g(t—x) als Functionen

Bl. 154



von z, so erhiilt man fiir jede monotone Function 1 (x) mit ¥(—oc) =0

/g@—mmuws¢w>s/5@—x+wdwm,
also fiir ¥, und ¥,

fo@) <Yn(t) < fult+1)  Fu(t) S Ua(t) < Fu(t+1),

wahrend zugleich

L kn [P0 2 [2 1
OSFnt—H—FntS/ d\I'n:—"/ e " de < —=kpl=14/——
( ) 0 t—1 ﬁ t—1 \/7_T T by

Bl 155 | ist. Diese Ungleichungen mit

m

) = Pl < Ty falt+0) = Fult+0)] <

< &

verbunden geben

dn

W (t) — W ()] < m (T)B e

T by,

Hier kann man noch tiber [ passend verfiigen, etwa indem man das Minimum
der rechten Seite aufsucht; man erhilt

I =bidi

mal einer numerischen Constante und schliesslich

3
dp\*
nls) ~ Bl < - (32 (19)
mit einer numerischen Constante p oder mit y = ki = /2b, z, wobei
Un(y) = d’n(\/i bnz) = Pn(z) (20)

die Wahrscheinlichkeit ist, dass y, < y oder dass die Variable

Yn
Zn —

sei:
do\*
@A@—¢@NSM<F> . (22)
Es ist hier vielleicht folgende Benennung zweckmiissig: eine Variable, deren erste
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2 kann man durch lineare Substitution eine und nur eine normirte Variable
ax + 0 (a > 0) bilden, ndmlich

Tr — M1
V202 — 1i2)

die zu = gehorige normirte Variable.Wenn eine Variable einem Exponentialge-
setz (2) folgt, so folgt die zugehdrige normirte Variable dem normirten Expo-

nentialgesetz
1 x
®(z) = 7 /_DO e da.

Zu y, ist z, die zugehorige normirte Variable.
Wir kénnen unsere Ergebnisse nun folgendermassen aussprechen:

L. (Grenzwerthsatz von Liapunoff) Es seien x1,xs,... unabhdingige Variable,
deren Vertheilungsfunctionen @, (d. h. pp(z) = w(z, < z)) den Gleichungen
(14) geniigen,

2 2 2 3 3 3
Vo=ai+-tan,  di=d 4ot

ferner y, = x1+x2+- - +x, und z, = _Yn die zugehdrige normirte Variable,

®,,(z) deren Vertheilungsfunction (d.h. = nw(zn < z)). Es gilt dann mit dem

Ezxponentialgesetz
1 # 2
D(z) = —/ e % dz
VT o

die Abschitzung

[P (2) —P(2)| < - (Z—n) ' (1 eine num. Const.)

und falls also Z—n — 0, so convergirt ®,(z) nach ®(z) (gleichmdssig fiir alle z).

Aus der Gleichmissigkeit folgt, dass auch ®,(z + 0) = w(z, < z) nach
®(z 4 0) = ®(z) convergirt.
dy, . . :
Die Voraussetzung 7 0 trifft z. B. zu, wenn alle Variable dieselbe Ver-

n

theilung haben:

=8

1 1 n
an=a, c¢c,=c¢ b,=n2a, d,=n3c, =

ba

BN
ISHNe

Wir haben in (14) die Voraussetzung gemacht, dass alle Variablen z,, die
ersten Momente f x dp, = 0 haben. Handelt es sich um unabhéngige Variable
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&, mit den wahrscheinlichen Werthen M (&,,) = «,,, so hat man natiirlich wie
in §2, (12) zu setzen

T = &En — Qp, nn:£1+"'+£na } (23)

ﬂn:a1+"'+anv yn:nn_ﬁn:xl'f'""i‘xrp

Uber das Auftreten der dritten Absolutmomente ¢ = [ |z|® dip,, ist noch ein
Wort zu sagen. Liapunoff hat bewiesen, dass man hierin den Exponenten 3
durch jeden (auch nicht ganzen) Exponenten o > 2 ersetzen kann, d.h. in

unserer Bedingung b_n —0
n

dgzc?'F"""cga Cg:/|x|0‘d§0n.

Diese Bedingung sagt um so weniger und der Liapunoffsche Satz ist also um

so inhaltreicher, je kleiner o genommen wird. Némlich: | Sei f(a) in einem
(offenen) Intervall zweimal differenzirbar und nach oben concav, d.h. f”(a) >
0. Dann ist fiir a < 8 < 7y

fB) = fla)  f(y) = f(B)

B—a y—p
oder
fB) (v —a) < fla)(y=B8)+f(N(B— )
Sind p1,...,pn, U1,..., Uy, positiv,
gla) =pruf + -+ ppul,
so ist

n
g(@) = pouglogu, ¢"(«) = p,u(ogu,)’, gg" —g”>0
v=1

(weil S22 -5 92 > (3. x,y,)?; die quadratische Form > (z,£ +v,n)? ist > 0),
also log g(«) concav, folglich

9(B)* < gla) P g(y)"~
Durch Grenziibergang dehnt sich dies auch auf unendliche Summen

gla) =pruf +pauy +--,



ferner (Skalenfunctionen!) auf Stieltjesintegrale g(a) = [ u(x)® dp(x) nach ei-
ner monotonen Function aus, z.B. fiir a > 0 auf g(a) = [ |z|* de, und ebenso
auf Summen solcher g, (o) = [ |z|*dp1 + -+ + [ |2|* dgy. Schreibt man dafiir
gn(a)é = hy(a), so hat man also

hn(ﬁ)ﬁ(’v—a) < hn(a)a(’v—ﬂ) hn(v)”(ﬁ_o‘)

oder Br-a) (5-c)
y—o y(B—a
hn(B) < hn(7)
hn(Oé) o hn(a)
| so dass (n — oo) mit in(7) auch f1n () nach 0 convergirt. Unsere Voraus-
hn () hn ()

ZZE;; — 0, dann ist auch ];L:(g;

Liapunoffschen Satz fiir § folgt also der fiir den Exponenten 3. Umgekehrt folgt
aus dem fiir 3 auch der fiir jeden Exponenten > 3; z.B. kann man also in I
statt der dortigen c,, d,, setzen

setzung war — 0 fiir 2 < 8 < 3; aus dem

ch= [atdpn di=clioiel

Der Grenzwerthsatz gilt gewiss, wenn die Variablen x,, gleichmdssig beschrinkt
sind und die Quadrate ihrer Streuungen eine divergente Reihe bilden. D.h. es
soll eine feste Zahl M geben derart, dass alle ausserhalb [—M, M| gelegenen
Mengen das Mass 0 haben, will sagen

on(x) =0 fir x < —M, on(x) =1 fir x > M,

und ausserdem b,, — 0o sein. Dann ist

M M d3 M
c;o’lz/ |x|3d<pn§M/ x2d<pn=Maz, d?,Sbelund—gg—AO
M -M ) ) by, — by

| Sei z.B. (vgl. §3, nach Satz I) £, eine Variable, die mit den Wahrscheinlich-
keiten p,, und ¢, = 1 — p,, die Werthe 1 und 0 annimmt; A4, = (£, = 1) der
Lgiinstige Fall* des n'™ Versuches, n,, die Hiufigkeit des giinstigen Falles bei
den ersten n Versuchen;

2 .
Qp = Pny, Ay = Pndn, Tn = &n — Pns

n n
ﬂnzzpw yn:'r]n_ﬁru bi:ZPVQV-
1 1

Die Variablen &,, oder z,, sind gleichméssig beschrénkt; b,, — oo ist z. B. erfiillt,
wenn stets 0 < € < p, <1 —¢ < 1. Wir erhalten also folgende Verscharfung
des Poissonschen Satzes § 3, 1I:
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II. Es werde eine Folge unabhingiger Versuche gemacht; beim n**™ Versuch

sei pp, die Wahrscheinlichkeit des giinstigen Falls und Z(lx’ DPnGn Sei divergent.
Ist 1, die Hiufigkeit des giinstigen Falls bei den ersten n Versuchen,

n n
:Zpl/) b, = ZPVQIM
1 1

so convergirt die Vertheilungsfunction ®,(z) der zu n, gehdrigen normirten

Variablen z, = 1 “ nach dem Ezponentialgesetz ®(z).

V2b,
Und fiir p,, = p die Verschirfung des Bernoullischen Satzes § 3, I11:

III. Es werde eine Folge unabhdngiger Versuche gemacht; bei jedem Versuch sei

p (0 < p < 1) die Wahrscheinlichkeit des giinstigen Falls. Ist n,, die Ho'iuﬁgkeitl
des giinstigen Falls bei den ersten n Versuchen, so convergirt die Vertheilungs-
Tln — NP

vV 2npgq

nach

function ®,(2) der zu n, gehdrigen normirten Variablen z, =

dem Ezponentialgesetz ®(z). |

Beispiele fiir approximative Giiltigkeit des Exponentialgesetzes.

Vorbemerkung. Die wirkliche (theoretische oder beobachtete) Vertheilung ei-
ner Variablen z, die mit dem Exponentialgesetz ®(x) verglichen werden soll,
ist in der Regel elementar (§ 1), d.h. £ nimmt nur endlich viele Werthe x

s
mit rationalen Wahrscheinlichkeiten pr = il an, wo s und s = »_ s, natiirli-

che Zahlen sind; unter s moglichen oder beobachteten Féllen wird s, mal der
Werth 2, angenommen. Ferner sind in der Regel die zx, = k6 (k =0, +1, ...)
ganze Vielfache einer Einheit §. Einen solchen Werth wird man zweckméssig
als Repréisentanten des Intervalls [(k — £)8, (k + $)é] ansehen, also pj, mit

(I)(k+ )é

(k+3)6
(k=1)s (I)

oder s; mit 3 1)s

vergleichen.

Endlich wird man wegen der Symmetrie des Exponentialgesetzes (EG) die
Werthe +k zusammennehmen, wobei

(k+3)6 (—k+3 (k+ )6

Q1) TPk 1)6 =O4-1)s



und fir k=0 (I’%i,; = O(30) ist; man wird also vergleichen:
2

K| 0 1 2
wirkl. Vertheilung : S0 S_1+81 S_94 S92
3 5
Vertheilung nach d. EG : sO(36) s @ig s @gg
2 2

Beispiel zu III. p = q = %, n = 10. Die Wahrscheinlichkeit, dass der
giinstige Fall m mal eintrete, ist (}3) 2% Die zu m gehorige normirte Varia-

ble ist z19 = m7_55 = x; sie nimmt wirklich nur die Werthe % (k =m—5,] BL 163

k=0, %1, ...,45) und zwar unter s = 1024 = 29 Fillen (li£)5) mal an. Wir
haben zu vergleichen:

|| 0 1 2 3 4 5

wirkl. Vertheilung: (150) 2(140) 2(130) 2(120) 2(110) 2(100)
3
. 10 1 100 2v5
Verth.nach d.EG: 2 @(ﬁ) 20077

. 1
Man erhéalt E = 0,2236

x 0,2236 0,6708 1,118 1,565 2,013 oo

O(x) 0,2482 0,6572 0,8861 0,9731 0,9956 1
2109 () 254,2  673,0 907,4 996,4 1019,5 1024

Wirkl. Vertheilung : 252 420 240 90 20 2
EG: 254,2 418,8 234,4 89,0 23,1 4,5

Beispiel einer beobachteten Vertheilung.  Hagen zdhlte in einem Text die
Héaufigkeit des Buchstaben e. In s = 110 Zeilen fand sich e 886 mal, also
durchschnittlich 8 mal (genau 8,055); versuchen wir, ob die Abweichung k der
Zeilenhiéiufigkeit von 8 das Gausssche Gesetz ®(hk) annihernd befolgt oder ob
angenahert

1

Die beobachteten |k| fanden sich so vertheilt

K 0 1 2 3

4 6
Zeilenzahl 26 43 24 11 4 2

)
0

Man hat hier erst i (wie schon den Nullpunkt der Ziahlung) passend | zu be- Bl 164
stimmen (woriiber Niheres in §9). Man wird zu diesem Zweck eine der Glei-

chungen ©(1h) = 25, ©O(2h) = 22+ benutzen und h aus der Tafel der
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O-Function ermitteln; die verschiedenen Werthe stimmen natiirlich nicht genau
iiberein. Z. B.

O(3h) =0,2364, $h=0,2126, h=0,4252

o(

Njw

h) =0,6273, 3h=0,6304, h=0,4203
O(3h) = 0,8455, 3h=1,0066, h = 0,4026

O(Zh) =0,9455, Zh=1,3590, h=0,3884
Nehmen wir z.B. h = 0,4

z 0,2 0,6 1,0 1,4 1,8 2,2 oo
©(z)  0,2227 0,6039 0,8427 0,9523 0,9891 0,9981 1
110 O(z) 24,5 66,4 93,7 104,8 108,8 109,8 110

Also
wirkl. Vert. 26 43 24 11 4 0 2

EG 24,5 41,9 27,3 11,1 4,0 1,0 0,2

| § 8. Das Momentproblem. Zweiter Grenzwerthsatz.

©(x) sei eine monotone Function, von der simtliche Momente

,ukszkz/ zF dy (k=0,1,...) (1)

— 00

existiren (insbesondere pg = p(+00) — ¢(—00) endlich). Die Bestimmung von
o(z), wenn die Momente gegeben sind, heisst das Momentproblem. Dabei kann
© um eine additive Constante gedndert werden, ferner kommt es auf die Werthe
an den Sprungstellen nicht an, sondern nur auf die Grenzwerthe p(z +0) (wir
hatten ja [ fdx = [ fdy definirt, wenn ¢p(z) = x(z — 0)). Nehmen wir also
etwa p(—o00) = 0 und ¢ links stetig an; wenn es dann nur eine Losung giebt,
heisst das Momentproblem bestimmt, andernfalls unbestimmt. Von den beiden
Fragen: Losbarkeit und Bestimmtheit wollen wir nur die letztere und zwar nur
durch Aufstellung hinreichender Bedingungen behandeln.

Eine Stelle z, die im Innern eines Intervalls liegt, wo ( constant ist, heisst eine
Constanzstelle (¢(x — h) = p(x + h) fiir ein h > 0); andernfalls heisst sie eine
Wachsthumsstelle (p(x — h) < ¢(x + h) fiir jedes h > 0). Eine Function ¢ mit
nur endlich vielen Wachsthumsstellen ist, wie man sofort sieht, zwischen zwei

solchen constant, also eine | Treppenfunction, die einer elementaren Vertheilung
entspricht. Wir lassen dies beiseite und nehmen an, dass ¢ unendlich viele
Wachsthumsstellen hat.

Mit (1) ist das Moment M F'(x) jedes Polynoms gegeben; ist durchweg F'(z) >
0, so ist M F(z) > 0, und zwar sogar M F'(z) > 0, wenn F(z) nicht iden-
tisch verschwindet. Denn ist £ eine von den (endlich vielen) reellen Nullstel-
len von F verschiedene Wachsthumsstelle von ¢, so ist in einer Umgebung



E—h,E+h] F(z)>e>0,

o) E+h
t/ FdwzljhFU¢Z€W@+h%—ﬂ€—hH>0

Insbesondere sei f(x) = up+u1 z+- - +up 2" ein reelles Polynom (mit reellen
Coefficienten u;, die nicht alle 0), dann ist

n

M f(2)® = piys witty,

0

also positiv, d. h. eine positiv definite quadratische Form der reellen Variablen

ug, - - . , U, und daher bekanntlich ihre Determinante
o M1 T M
Do=| T T T 0 =0 @
Hn Hn+1 et H2n
Sie bleibt (n > 1) auch noch definit positiv, wenn man uy = 0 setzt, also ist
auch |
,LLQ “ e ,un-i—l
E,=| - >0 (n=1,2,...) (3)
,Un-l—l e Hon

(Die Bedingungen (2) sind auch hinreichend zur Losbarkeit des Momentpro-
blems durch eine monotone Function ¢ mit unendlich vielen Wachsthumsstel-
len.)

Wir betrachten jetzt alle Losungen mit ¢(—oo) = 0, ohne sie jedoch links
stetig vorauszusetzen. Wenn sie alle an einer Stelle £ denselben (nur von den g
und ¢ abhéingigen) Werth haben, heisse £ eine Bestimmtheitsstelle des Moment-
problems, andernfalls eine Unbestimmtheitsstelle. Z. B. ist jede Sprungstelle ei-
ner Losung eine Unbestimmtheitsstelle, da man ja ¢(€) jeden Werth > ¢(€—0)
und < (€ +0) beilegen kann. Wenn alle Stellen Bestimmtheitsstellen sind, ist
das Momentproblem bestimmt (hinreichende, aber nicht nothwendige Bedin-
gung). Untersuchen wir zuerst die Stelle £ = 0.

Wir betrachten die Polynome F(x), die durchweg > 0 und ausserdem respec-
tive fiir

(B) =<0 (v) >0 (6) =0

auch noch > 1 sind. Die unteren Grenzen der (positiven) Momente dieser Po-
lynome seien 3, 7, § (> 0). Ist z.B. F ein $-Polynom, so ist fiir hinreichend

kleines h >0 F > 1 —¢ in (—o0, h] und daher fiir jede Losung
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o) h
MP@) = [ oz [ (1-eydp=(1-)p(h) = (1 -2)(40),
also M F(x) > p(40), 8 > ¢(+0). Ebenso fiir die y-Polynome

¥ > p(00) = p(=0) = po — p(-0)

oder a < ¢(—0), wenn a = pog — v gesetzt wird (man koénnte entsprechend
a-Polynome = 1 — -Polynome einfithren; d. h. durchweg F' < 1 und F < 0 fiir
x > 0); fiir die -Polynome 6 > ¢(40) — ¢(—0). Also

a<p(=0) <e(+0) <8,  @(+0) —p(=0) < 6. (4)

Wir werden zeigen, dass § = 8 — «, so dass § = 0 eine hinreichende (iibrigens
auch nothwendige) Bedingung dafiir wird, dass 0 Bestimmtheitsstelle ist.

Um die Zahlen «,(,7v,0 zu bestimmen, betrachten wir 8- - §-Polynome
vom Grade < 2n und nennen die unteren Grenzen ihrer Momente (3,,, vy, 0,,; bei
Verwandlung von n in n+1 erweitert sich der Kreis der zugelassenen Polynome,
also sinken die unteren Grenzen (3, > B,+1 usw.) und man erhélt

g =lmg,, ~=Ilim~y, J§=Ilmd,

als Grenzwerthe absteigender, o = lim «,, als Grenzwerth einer aufsteigenden

Folge. Beginnen wir mit 9,,. |

F(z) sei ein §-Polynom, d.h. > 0 und F'(0) > 1; zur Ermittlung der unteren

Grenze konnen wir F(0) = 1 annehmen, da ) sonst kleineres Moment hitte

7(0)
als F(z). Ist F' vom Grade < 2n, so ist

F(z) = f(2)* + g(x)?

(weil alle reellen Linearfaktoren in gerader Vielfachheit auftreten), wo f, g Po-
lynome vom Grade < n sind; tiberdies zeigt die Formel

F(x) = [9(0)f(x) = f(0)g(x)]* + [£(0).f (x) + 9(0)g ()],
dass man f(0) = 0 und ¢g(0) = 1 annehmen und wiederum f(z) identisch 0 an-
nehmen kann, da sonst g(z)? kleineres Moment hiitte als F'(x). Also schliesslich:
8y, ist die untere Grenze von M g(z)? fiir die Polynome

g@)=14uwiz+- - +u,z",

d. h. die untere Grenze der quadratischen Form

n
Z”“”“ WUk fir wp=1.
0



Diese Form hat aber ein Minimum, das man durch Nullsetzen der Ableitungen

nach uq, ..., u, findet, d.h. aus den Gleichungen
H1 A+ uipe + -+ Upfpq1 = 0
o+ uips + -+ Upling2 = 0
HPn + Ullpt1 + 0+ Upplen, = 0

mit der Determinante (3); das Polynom ist durch diese Bedingungen eindeutig
bestimmt. Man kann sie auch

M (zg) = M (2%g) = --- = M (2"g) = 0

|schreiben; g(x) zuz, ..., x™ orthogonal (f zu g orthogonal: M (fg) = 0); durch
sie und ¢(0) = 1 ist g(x) eindeutig bestimmt. Der Ausdruck fiir dies g, das wir
nunmehr = g, setzen wollen, ist

1 T N x"
gy =| 1012 e g, (5)
Hn  fnt1 -0 H2n
und
On = M g,(z)* = M g, (z) = Dy : By, (6)

womit § = lim §,, bestimmt ist.

gn(x) ist vom Grade n oder n—1 und hat lauter reelle einfache Nullstellen. Sei
g(z) das Produkt der verschiedenen reellen Linearfactoren 1 — > diein gn(z) in
ungerader Vielfachheit auftreten, also gg, > 0, M (2%gg,) > 0. Daher kann
¢ nicht vom Grade < n — 2 sein, da sonst g, zu x2g orthogonal wire. g,, hat
also mindestens n — 1 verschiedene reelle Nullstellen ungerader Vielfachheit,
woraus die Behauptung unmittelbar folgt. Nennen wir den Index n reguldr
oder singuldr, jenachdem g, vom Grade n oder n — 1 ist. Im letzten Fall ist
gn = gn—1, da ja g, die Forderungen erfiillt, durch die g,,_1 eindeutig bestimmt
war. Zwei benachbarte Indices | n, n + 1 kénnen nicht zugleich singulér sein,
da gn—1 = gn = gn+1 fur gny1 den zu niedrigen Grad n — 1 ergeben wiirde; es
giebt also unendlich viele requldre Indices n. Da ferner fiir jedes Polynom

g=1l4+uwiz+---+uya”,

das # g, ist, M g% > 6, ausfillt, so gilt in 6,_; > d,, das Gleichheitszeichen
nur, wenn n singuldr ist. In der Kette 01 > d2 > --- kommt das Zeichen > also
unendlich oft vor und es ist é,, > 6.

Beschrénken wir uns auf regulire n. Die n Nullstellen von g, (x), zusammen
mit z = 0 (welches keine Nullstelle ist), nennen wir xg < 1 < --- < 2, wobei
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etwa x; = 0 (eigentlich wére, wie auch im Folgenden, die Abhéngigkeit von n
anzudeuten). Setzen wir

fl@) = zgu(x) = Cl@—=x9) - (z—x,)
fil@) = =9 ((=01,...n) ¢ (7)
pi = Mf)
fj(zx) verschwindet fur k # j, wéhrend fj(z;) = 1. Speciell ist fi(z) =

gn(T), i = 0n.
Fiir jedes Polynom F'(z) vom Grade < 2n ist

F(z) = f(z)q(z) + r(z)

(¢ Quotient, r Rest), g(z) vom Grade < n — 1, r(z) vom Grade < n; | hierbei
ist M (fq) = M (gn, - xzq) =0, MF = Mr, ferner nach der Lagrangeschen
Interpolationsformel

r@) = (@) r(z;)
0

Mr=2 pjr(z;) =) p;jF(z;), also
0 0

MF(x):EO:ij(xj) (8)

fiir jedes Polynom vom Grade < 2n. Insbesondere
M fij(z)> =p; >0 9)
(Wir haben hier eine elementare Vertheilung (z;, p;), deren Momente po, . . . , fton,

nach (8) die gegebenen Werthe haben).

Ist nun F(z) ein S-Polynom, so liefert (8) (9) M F > po+ --- + pi, also
Bn > po+ -+ + pi. In Wahrheit (dies ist einer der wichtigsten Punkte dieser
Tschebyscheffschen Theorie) ist 3, = po + -+ + p;- Man kann némlich ein
Polynom F'(z) vom Grade < 2n durch die 2n + 1 linearen Bedingungen

F(zo)=---=F(z;)=1, F(zit1)=-=F(z,)=0

Fl(wg) =+ = F(wi1) = Fl(gipa) =+ = F'(wa) =0



eindeutig bestimmen; denn schreibt man wieder F' = fq 4 r, so ist
r(xg) = =r(x;) =1, r(xgg)=-=r(x,) =0
und dadurch r(z) bestimmt (Lagrange); sodann folgt aus

F'=fd+flq+r

r'(x;) .
q(xj) - f/(xj) (J 7é Z)a
wodurch auch ¢(z) bestimmt ist. Dies Polynom ist nun ein §-Polynom, sein
Moment pg + - - - + p; (nach (8)), wodurch po + -+ +p; > Bn > po+ -+ pi,
also Gleichheit bedingt ist. Denn F’(z) hat ausser den n vorgeschriebenen
Nullstellen nach dem Rolleschen Satz noch n — 1 weitere in den Intervallen

(o, 21), (Tie1, i), (Tig1, Tiv2) - (Tn—1, Tn);

dies sind also séamtliche Nullstellen und alle einfach, so dass F’(z) dort jedes-
mal das Zeichen wechselt. Da F(x;) > F(x;41), ist in (z;,z;41) F'(x) < 0.
Hierdurch ergiebt sich fiir F'(z) das Vorzeichenschema

F(z) nimmt in (—o0,x9) und (2;,z;+1) ab, in (z,,00) zu; in den iibrigen In-
tervallen nimmt es erst zu, erreicht ein Maximum und nimmt dann wieder ab.

| Ebenso ergiebt sich v, = p; + -+ + pn, wWegen po = po + --- + p, also
(679 =p0—|— "'+pi—1- Dh

ap =po+ -+ pPi-1, ﬂn:p0++p7, 5n,:ﬁn_an:pi (10)

und dadurch wirklich § = f—a, und § = 0 ist, wie wir ankiindigten, hinreichend
fiir die Bestimmtheitsstelle 0. (Auch ist dann, nach (4), jede Losung an der
Stelle 0 stetig.)

Der Ubergang von 0 auf eine Stelle ¢ erfolgt durch Coordinatenverschiebung:
aus

1

gewinnt man «(§), 5(£),d(§) ebenso wie «, 3,6 aus pr. Wir kénnen auch sa-
gen: es ist 6,(&) = M g, (z]€), wo gn(z|€) das zu x — &, (z — &)2,..., (x — "
orthogonale Polynom vom Grade < n ist, das an der Stelle x = £ den Werth
gn(€|€) = 1 annimmt. Oder: ist

j(€) = M (2 — O = i — (’“) Hor€ 4+ o (= 1) ot

gn([€)
On(§)

hn(2[§) =
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das zu ¢ — &,--- , (z — &)™ orthogonale Polynom vom Grade < n, wihrend

Mhy, =1,s0ist 6,(&) = 1: hp(E[€). hy, ist | durch die Eigenschaft charakte-
risirt, dass fiir jedes Polynom vom Grade <n

(n)
- (x —_ f)”fog)
M f(z)hn(z|€) = f(8). (11)

Wir benutzen zur einfachsten Darstellung die Orthogonalpolynome der Mo-
mentfolge, d. h. diejenigen Polynome

fa(w) = 2" + -+ o,

diezu 1,z,...,2" ! orthogonal sind (fo(x) = 1); die betreffenden Gleichungen
haben die Determinante D,,_1 und f,(z) ist also eindeutig bestimmt, néimlich

Lo 7o L
M1 K2 Hn41
fulz) = :Dp1 (folz) =1) (12)
HUn—1 HUn H2n—1
1 :L' ... ./L.n
Hingegen wird
1 D, _ 1
M fo(2)> =M fo(2)a” =Dy : Dy = —  (bp = Loby = —). (13)
bn Dn Ho

Fiir die Momente des Exponentialgesetzes sind das gerade die Hermiteschen
n

Polynome §7; (4) und zwar ist dann b,, = — - Setzt man dann
n!

hn(2|§) =

ZB fulz

so ergiebt (11) (13)

M b (al€) () = FulE) = 22,

v
also

hn(2|8) =

Zb Jula

1:5n( §|€

beu :



so dass wir jetzt als hinreichende Bedingung fiir die Bestimmitheitsstelle & die
Divergenz der Reihe

> b ful€)?
0

haben.
Hiernach ergiebt sich:

I. @(z) sei eine monotone Function mit unendlich vielen Wachsthumsstellen,
& eine Bestimmtheitsstelle mit 6(€) =0, ¢n(x) eine Folge monotoner Func-
tionen, deren Momente
oo
M, 2" = / ol don
—0o0
nach den Momenten -
k= M zF = / z* do
— 00

convergiren. Dann convergirt o, (§) nach ¢(§).

[Es ist ¢(—00) = ¢, (—00) = 0 vorausgesetzt. Die Momente M,, x¥ brauchen
bei festem k nur fiir hinreichend grosse n zu existiren. Fiir ¢, (x) braucht &
keine Bestimmtheitsstelle zu sein und ¢, (§) kann mit ¢, (£ + 0) oder jedem
zwischenliegenden Werth identificirt werden.]

Der Beweis ist ganz einfach. Nehmen wir die Stelle £ = 0. Fiir ein festes
Polynom F(x) ist My, F(x) — MUF(z). Sei F(z) das 8-Polynom vom Grade
< 2k, fir das M F(x) = 0k, so ist also schliesslich (fixr n > ng) M, F(z) <
B + €, also nach (4) ¢, (0) < Bi + €, ebenso ¢, (0) > ay — e, und | da zugleich
ar < p(0) < B ist:

lon(0) — @(0)] < 6k +&.

Ist 0 so beschaffen, dass 6(0) = § = 0, so kann man zuerst ; < € machen. Also
©n(0) — ©(0), und durch Translation fiir jede Stelle .

Ist nun in I dberall 6(z) = 0, so convergirt iiberall ¢, (x) — ¢(z). Das
geschieht in diesem Falle, wo ja ¢(x) stetig ist, gleichmdssig fiir alle z. Zunéchst
nidmlich: wenn die in [a,b] monotonen Functionen ¢, (z) nach einer in [a, b]
stetigen (natiirlich wieder monotonen) Function () convergiren, so geschieht
das gleichméssig. Denn man kann eine Intervalltheilung a =29 < --- <z, = b
vornehmen derart, dass fiir i = 1,...,n  ¢(x;) — p(zi—1) < &, und sodann ng
so gross wihlen, dass fiir i = 0,...,n  |pp(z;) — @(z;)] < € fiir n > no. Man
hat dann, wenn z zu [z;_1, x;] gehort

on(@) — p(x) < onlm;) — @(zic1) < pn(wi) — () + € < 2,

on(x) —o(x) > @n(zic1) — (i) > pn(zic1) — @(Tim1) — € > —2¢,

also im ganzen Intervall

lon(z) —@(x)] < 2e fiir n > no.
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Transformirt man (a, b) in ein unendliches Intervall (—oo, 00), so ergiebt sich:
wenn die monotonen Functionen ¢, (x) nach einer stetigen Function o(z) con-
vergiren und zugleich

Pn(—00) = p(—00), n(+00) — p(+00),

BL 178 S0 | ist die Convergenz gleichmiissig. Das ist hier, wo ¢, (—00) = p(—00) = 0
und ¢p,(+00) = M, 1 — M1 = ¢(+00), der Fall. Also:

II. (z) sei eine monotone Function, fir die dberall §(x) = 0, und on(x)
eine Folge monotoner Functionen, deren Momente nach denen von ¢(x) con-
vergiren. Dann convergirt p,(x) nach o(x) und zwar gleichmdissig fir alle x.
[on(—0) = ¢(—00) = 0 vorausgesetzt).

Wir wollen nun zeigen, dass beim Exponentialgesetz

o(z) = \/LE /_; e dx

die Voraussetzung 6(z) = 0 erfiillt ist, d. h. die Reihe

S ba Sl =320 fula)?
0 0 ’

iiberall divergirt, wo die f,(z) die Hermiteschen Polynome sind. Es ist

1 > 1 &
[ e et [

wir wollen als bekannt annehmen, dass dies auch fiir complexes y gilt, z. B.
wenn man y mit ¢y vertauscht

@ SN A —
VZ

und n mal differenzirt
) Dr(e’ / e (940" iy
\/_
Bl. 179 | Aus §7, (5) erhélt man, wenn man ¢ durch 2itu ersetzt

62iwtu+t2 2 Z fn QZU)

—u? +2iuy d

Dies multiplicire man mit e —— und integrire nach u, so kommt nach
™

(8)

n 1 (o) .
ZDW —y? ,fn ) _ ﬁ/ e—uz(l—t2)+21u(3¢t+y) du,



v

V112

wobei —1 < t < 1 vorauszusetzen ist; das Integral rechts ist mit u =

— 24240 TEEY

= S e Vi-iZ dy
N

oder nach («)

2
= eih/f%) /1 —t2
Wir erhalten endlich, wenn wir
D(e ™) = (~1)" 2" eV fuly)
setzen und t mit —t vertauschen

1 _ (y—=t)?

v D L U

insbesondere fiir y = x

()

222¢
1+t

(%)

e =, on
= _,fn(x)Q "
o

Vi—2

Da fiir t — 1 die linke Seite nach +oc divergirt, so muss auch
E = fu(z)?
|
5 !

divergiren (Abelscher Satz), q.e.d. |
Hiernach kénnen wir in II speciell das Exponentialgesetz

o(z) = o(x) = % /_T e dx

nehmen und, wenn wir statt der Momente die logarithmischen Momente neh-
men:

III. (Grenzwerthsatz von Tschebyscheff). ®,,(x) sei eine Folge monotoner Func-
tionen mit ®,(—oc0) = 0, P,(+00) — 1, deren logarithmische Momente \j
samtlich nach 0 convergiren bis auf Ay — % Dann convergirt ®,,(x) gleichmissig

nach
O(x) = =) /T e dx
VT '

Dieser Satz, noch mehr II, ist in gewisser Hinsicht allgemeiner als der Lia-
punoffsche, der sich nur auf die Summe unabhéngiger Variablen bezieht; fiir
diesen Specialfall verlangt freilich der Tschebyscheffsche Satz erheblich mehr
als der Liapunoffsche, der ja nicht einmal die Existenz hoherer Momente (als

des dritten) fiir die x,, voraussetzt.

BI. 180
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Das Exponentialgesetz
(7]
Die Eulerschen Integrale (Integralrechnung).
Das Integral 1. Gattung

1
Bla, §) :/ w11 — WP du (0, B> 0).
0
Das Integral 2. Gattung
Do) = / ettt dt (a > 0);
0

die I'-Funktion Legendres; Gauss setzt II(a) = I'(a 4+ 1) fiir « > —1. Es ist
r)=1,Tn)=n-Nfirn=2,3,....

I'a) =alla—1) (a>1). Noa+1)=(a+1)I'(e) (a>0).
Hier gilt

I(a)T(B)
D(a+p)

Insbesondere B(%,1) =T(3)?, und da (u = sin® ¢)

11 ! du 3
Bl=-)=[] & __ _ [ 2dp=m,
<2 2) /0 Sl =) /0 4

so ist I'(3) = /7, andererseits

r(l) /ooetdt 2/00 —? g /oo —* g
_ - R = e €r = e xX.
2 0o Vi 0 —oo

Bl 182 | Die monotone Funktion

B, B) =

#o)= = [ e dn (@(-00) =0, Br00) = 1)

liefert die in der Wahrscheinlichkeitsrechnung wichtigste Verteilung einer Va-
riablen z. Thre Momente sind

1 e g2
Wy = — e dx;
VT /—oo

also 11 = pg = --- = 0, withrend fiir gerade Indizes (z = /1)

1 o0 2 ok 2 /OO 2 ok
Kok \/7_'(' ~/—oo ‘ ! ! ﬁ 0 ‘ ! !



1> F(k+3) 1 2k — 1
:_/ bbb g ("1'2):__§ ,
V7 Jo r) 22 2
. 1-3
1st:,u0=1,,u2=%,u4=ﬁ,...
Das Moment von e®* (u eine Variable) ist

1 > 2 1 > w2, w2 u?
Me”:T eﬂ”*”dx:\/—_ e~ @) T dp = T,
T ) o T J-—c0

2
log M e™ = uz; alle logarithmischen Momente

2
(IOgMemu:Alu—’—)‘Q%"""')

des Ezrponentialgesetzes verschwinden bis auf Ao = % | Mittels einer linearen BI. 183
Transformation © = h(§ — a) (h > 0, « beliebig) erhélt man die Verteilung

B(h(E — a)) = % /_5 e ge

1
der Variablen £ mit den logarithmischen Momenten A\; = o und Ay = oz die

Streuung ist /Ao = , h (Priizisionsmass) ist umso grosser, je kleiner die

Streuung ist.

1
V2h

z? z?2

Die Hermiteschen Polynome. Die n. Ableitung D™ e~ ist = e~* mal Po-

lynom n. Grades, z. B.
De ™ = e_"’z(—2a:), D%e " = (42% — 2),

D3¢ = e_IZ(—8x3 + 122),
Wir setzen ) )
Dre™™ =(=1)"2"e™" fu(z),
wobei die Rekursionsformel

L,

_fn

fn+1 = xfn - 9

besteht; f,,(z) = 2™ +--- . (Bisweilen werden andere Zahlenfaktoren gewiihlt).

Diese f,(z) heissen die Hermiteschen Polynome. | Bl. 184
Nach Taylor ist

(g t)2 > n g2 (1) 2 = tr
e (x—%) :ZD,e x° —e " Zfﬂ(x)ﬁ
0 0 ’

2m !
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2 N "
M = an(x) H
0
Durch partielle Integration erhéilt man fiir ein Polynom f(x)

(%) /_o; D (e=") f(z) dz = — /Oo D" (e Df () da

— 0o

:/oo D" 2(e=™" ) D2 f(z)da = - = (_1)n/ e D" f () dz,

— 00 — 00

also 0, wenn f(x) vom Grade < n ist

/00 e fo(x) f(x)dz =0 (f(x) vom Grade < n)

— 00

/Oo e fu(@) fm(z)dz =0 fiir m <n;

— 00

die Hermiteschen Polynome sind die Orthogonalpolynome unserer Verteilung
®(x). Ist f(x) = 2™+ -+, so ist nach (x)

(—1)m2n /oo e fo(2) f(z)dz = (—1)"n! /oo e dr = (—=1)"n! /T,

— 00 — 00

| also fiir f(z) = fn(x)

n!

an(ac)2 = % /Z e~ fn(ac)2 dx = on

1
Das sind die vorhin mit — bezeichneten Zahlen. Um nachzuweisen, dass fiir

die Funktion ®(z) jede Stelle + Bestimmtheitsstelle mit § () = 0 ist, haben wir
also die Divergenz der Reihe

S b fule = 3020 fula)?
0

Zu zeigen.
Es ist

]_ o 2 2 ]_ > 2
1=— eV qu, eV = — e T2 gy,
gl ez

Das gilt auch fiir komplexe y, also (y durch iy ersetzt)

() SN N B
[0 e = —= e U
VT s



Durch n-malige Differentiation
2 ]_ o0 2 .
(8) D'e™ = — e~ TR (244" du,
VT J oo
Die vorhin angegebene Formel

et =3 fule)

giebt, wenn man t durch 2itu ersetzt,
eQia:tu+t2u Z fn v 2Z’LL) )
Wenn man mit Bl. 186

1
N

_? 1
e u“42tuy

multipliziert, kommt

1 2
L (-t 2iu(zt+y)
ﬁe Z fn n| \/—

Fiir —1 < t < 1 lésst sich die linke Seite nach u {iber —oo bis oo integrieren,
v

\/1—t2)

L/oo oW (=) +2iu(zt+y) g, L/oo e,v2+2iv\;% dv
Ve Vi) V1—t2

7u2+2iuy (2lu)n

das giebt (u =

1 _ (at4y)?
oder nach () = e 1t

V1 —¢2

die rechte Seite gliedweise integriert giebt nach (53)

S fula) oy D e = S g ) L

n!

Gleichsetzung beider Ausdriicke fithrt, wenn man noch ¢ mit —t vertauscht, zu

2_ (y—azn)? 1 2zyt—(x2+y2)e?
2

on N 1
an(aj)fn(y) Ft = mey 1—t = me 1—t

| Insbesondere Bl. 187

2n
z:ﬁfn(ﬂf)2 "= B (Cl1<t<1).

1—¢2
Da nun fiir ¢ — 1 die rechte Seite stets nach +oo strebt, kann (Abelscher

2n
Stetigkeitssatz) die linke Seite fiir ¢ = 1 nicht konvergieren, also }° — fn(z)?
n!

divergiert fiir jedes x.
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Hiernach kénnen wir in II speziell fiir p(z) die Funktion

O(x) = % /_IOO e da

setzen, und wenn wir statt der Momente die logarithmischen Momente nehmen:

III. ®,, () sei eine Folge monotoner Funktionen mit ®,,(—occ) = 0, ®,,(+00) —
1, deren logarithmische Momente A alle nach 0 konvergieren bis auf Ay — L

2
Dann konvergiert ®,,(z) gleichméssig nach

d(x) = % /g; e da.

Insbesondere (resp. direkt aus d(z) = 0 zu schliessen): eine monotone Funk-
tion, deren (logarithmische) Momente mit denen von ®(z) oder ®(h(§ — «))
iibereinstimmen, ist mit ®(x) oder ®(h(¢ — «)) identisch.

Man nennt zwei Variable x,y mit den Verteilungsfunktionen

o), vly) Wz <& =¢(&), W(y <n)=1n)

unabhdngig, wenn fiir das Variablenpaar die Wahrscheinlichkeit, dass gleich-
zeitig © < &, y < n sei, gleich ¢(£)(n) ist. Wir haben die auf zwei oder
mehrere Variable beziigliche Mass- und Integraltheorie nicht ausfiihrlich ent-
wickeln konnen. Die logarithmischen Momente von x + y sind die Summen der
logarithmischen Momente von x und y, falls z,y unabhéngig sind.

Wenn ¢ die Verteilungsfunktion ®(h({—«a)), n die Verteilungsfunktion ®(k(n—

1 1
B3)) hat, so ist A1 (§) = a, A2(&) = oz die tibrigen 0, A1 (n) = B, A2(n) = BTk
die iibrigen 0, also bei unabhéingigen £, n
ME+m=at8 dalEtn =g 55+
1 n) =« ’ 2 n) = 2 \ B2 k2 )
die iibrigen 0; d. h. ¢ = £ +n hat wieder eine Gausssche Verteilung ®(1(¢ —7)).
Das Gausssche Gesetz erhilt sich bei Addition unabhingiger Variablen.

Eben auf demselben Grunde beruht es, dass das Exponentialgesetz unter
gewissen Bedingungen bei Addition unabhéngiger Variablen als Grenzfunktion
auftritt. |

Nennen wir eine Variable x, deren erste Momente pug = 1, u3 = 0, pe =
sind, normiert. Aus einer Variablen £ mit den Momenten pg = 1, p1, o kan
man durch lineare Transformation eine normierte Variable

1
2
n

= 5_7/“2 ableiten:
2(p2 — pf)
Mz=0, Maz*= %M(&—mf = %(uz 2 4 ) = 2
2(p2 — 17) 2(p2 — 1) 2



Wenn £ einem Gaussschen Gesetz ®(h(§ — ) folgt, so ist © = h({ — ) die nor-
mierte Variable und folgt dem Gaussgesetz ® (). Sind A1, A2 die ersten beiden

- A
logarithmischen Momente von &, so ist x = !

V22
Variable.

Seien nun wie in §2 &1, &9, ... unabhéngige Variable, M &,, = «, ihre ersten
Momente, ferner

die zugehorige normierte

=&+ +&, Mn,=08,=a1+ - +ag;
setzen wir noch
T = &n — O, yn:nn_ﬁny

so dass M z,, = M y,, = 0. Ferner fithren wir die logarithmischen Momente ein
Me(Wn) = Me(@1) + -+ Me(@0) = n dpr (k> 2)

(Akn der Durchschnitt aus den logarithmischen Momenten der ersten n Varia-

blen, wobei fiir k > 2 ja Ag(xn) = Ae(&n), Ae(Yn) = Ae(nn) | ist). Die zu 7,
oder y,, gehorige normierte Variable ist

- Yn _ Yn

O V2Xa(yn) V212, ’

und fiir diese ist

1 1 )\kn

——— M) = =
VT R )

Wenn Ag(z,) fir k > 3 mit n — oo nach 0 konvergiert, so konvergiert die
Verteilungsfunktion ®,(z) von z, (d. h. die Wahrscheinlichkeit, dass z, < z)
fiir n — oo gleichmissig nach

d(z) = % /ZOO e da.

Das trifft z. B. zu, falls alle Variablen dieselbe Verteilung haben, d. h. Ag, =
Ar von n unabhéngig ist; dann ist

)\k (Zn) -

(VB

A
— —f—>0fﬁrk23.

1
/\k(zn): & — E
29 n—=z /\22

Oder auch, wenn die Variablen z,, gleichmissig beschrénkt sind und > Ag(zy,)
divergiert. Die erste Voraussetzung soll besagen, dass alle x,, nur in einem festen
Intervall [—L, L] variieren, d.h. ihre Verteilungsfunktionen ¢, () fir © < —L
gleich 0, fiir x > L gleich 1 sind. Unter dieser Annahme gilt | némlich, wie wir
sogleich zeigen werden, eine Abschiitzung der Form (¢x nur von k abhéngig)

(*) Ak (@) < ex LF 2o (2) (k> 2),

BI. 190
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aus der folgt
Ak (yn)] < ex L2 X2 (yn),

demnach

|

1

Ak (yn) [ *
A2(yn)>F

S c lLk—Q lsl
)‘Z(yn) ( g )

— 0,

=

falls Ao (yn) — o0.
Die Abschitzung () oder [A,| < cx L¥ =2\, fiir eine Variable x, fiir die A; = 0
und die nur in [—L, L] variiert, kommt so zustande. Es ist fiir k& > 2

L
MkZ/ ¥ dp(),

—L

L

L
il < [ el o) < 2 [ adpta) = L2 = L
—L —L

ebenso Ay < L2. Nun sind die A fiir 1 = 0 durch Formeln (§2) bestimmt wie
)\3:[13, )\42[14—3/1%,...

allgemein |
Nk = D€ fy i

(k1,...,kr > 2, nicht notwendig verschieden, k1 +- - -+k, = k, ¢ ganze Zahlen).

Dann ist
R B e AP

und fiir » > 1 (sonst haben wir bereits L*=2)\y) < LF=27 L2r=D ), = LF=2),;
el SLF 22> el = e LM X

Beispiel. Die Variable &, nehme mit den Wahrscheinlichkeiten p,, und ¢, =
1 — p, die Werte 1 und 0 an; o, = pp; T, = &, — pp, nimmt die Werte ¢, und
—pyn, mit den Wahrscheinlichkeiten p,,, g, an, ist gleichméissig beschréankt.

X2(20) = pn - @ + @n(—Pn)> = P Gn-

Wenn also Y pngq, divergiert, was z.B. fiir 0 < e < p, <1—¢ < 1 der Fall ist,
tritt das Exponentialgesetz als Grenzfall auf. Hier ist, wenn wir das Ereignis
A, = [&, = 1] als giinstigen Fall bezeichnen, n,, = & + - - - + &, die Haufigkeit
des giinstigen Falls bei den ersten n Versuchen;

Bn=p1+-+pn; Xe(Yn) =Pr1q1+ -+ Pnln;
die zu n,, gehorige normierte Variable ist

_ nn_ﬁn

T el



und die Wahrscheinlichkeit ®,,(z), dass z, < z, konvergiert gleichméssig nach

d(z) = % /_ZOO e dz.

Wenn insbesondere alle p,, = p sind (0 < p < 1), so ist Bl 193

~ Nln — NP

Zn = .
V2npq

Numerische Beispiele fiir approximative Giiltigkeit des Exponentialgesetzes.
Es sei x eine Variable, die endlich viele Werte kd (d fest, k =0, £1, £2, ...)

mit Wahrscheinlichkeiten py = 2k annimmt, wo s und s = »_ sx natiirliche

Zahlen sind. Um diese Verteilung mit dem Exponentialgesetz zu vergleichen,
wird man zweckmissig den Wert kd als Reprisentanten des Intervalls

1 1
(-3)2(++3)1]
auffassen, also pp mit

o((1+2)9) (-9

vergleichen. Sodann wird man wegen der Symmetrie der Funktion e~
Nullpunkt die Werte +k zusammennehmen. Man setzt, da ®(0) = %,

2
T zum

Or) = 20(x) — 1 = 2 [B(z) — B(0)] = % /0 e du

eine ungerade Funktion, die man nur fiir > 0 zu betrachten braucht, und die
von O(0) = 0 nach ©(400) = 1 wichst, wobei sie dem Wert 1 schon bald sehr
nahe kommt:

x 0 0,5 1 1,5 2 2,5
© 0,000 0,520 0,843 0,966 0,995 1,000

Ist 0 < o < f3, so ist die Wahrscheinlichkeit, dass |z| in [«, 3] liege, Bl 194
®(B) — (a) + () — B(—B) = O(8) — O(a).
Demnach wird man py +p_ (=1, 2,...) mit

(429 -#(6-2)9

16) vergleichen. Oder man wird vergleichen (Multipl. mit s)

und po mit O(
wirkliche Verteilung S0 S_1+ 81 S_9 -+ 89

Vert. nach d. Exp.ges. 5O(36) s[O(26) —O(38)] s[O(30) —O(36)]

2
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Nehmen wir zum letzten Fall (Wiederholung eines Versuches, wo jedesmal der
giinstige Fall die Wahrscheinlichkeit p hat) p = q = %, n = 10 an. Die Wahr-
scheinlichkeit, dass der giinstige Fall m mal eintrete, ist (%))2%, dieses m ist

mit dem vorigen 7,, hier n19 = & + --- + &10 identisch. Die zu m gehorige
normierte Variable ist

m—lO-% m—29
210 = = )
2-10-1.1 Vb

sie nimmt die Werte % (k =0, £1,...,£5) und zwar den Wert k mit der

Wahrscheinlichkeit py = (;fk) : 210 an; setzen wir s = 210, s, = (5fk). Wir

haben zu vergleichen:

wirkl. V.: (150) 2(140) 2(130) 2(120) 2(110) 2(100)
EG:  200(z1) 2[e(5%) - 0(:k)]

. 1 o
Es ist VT 0,2236
x 0,2236 0,6708 1,118 1,565 2,013 00
O(x) 0,2482 0,6572 0,8861 0,9731, 0,9956 1
2109 (z) 254,2 673,0 907,4 996,4 1019,5 1024

Also
wirkl. Vert. 252 420 240 90 20 2

Exp.gesetz 254,2 418,8 234,4 89,0 23,1 4,5

| §9. Vergleich zwischen Theorie und Erfahrung. Methode der
kleinsten Quadrate.

¢ sei eine Variable mit der Vertheilungsfunction ¢(§) (= Wahrscheinlichkeit,
dass die Variable < £ sei). Man macht n unabhingige Versuche (Beobachtun-
gen, Messungen); hierbei ergeben sich die Werthe &;,&s,...,&,. So entsteht,
gegeniiber der theoretischen Vertheilung nach o, eine empirische Vertheilung,
charakterisirt durch die Vertheilungsfunction ¢ (§) = Anzahl der &; < &, divi-
dirt durch n. Bei der Vergleichung beider kann man sowohl die Functionswerthe
von ¢, 1 selbst confrontiren als auch die theoretischen Momente

M f() = / £(6) do(€)

mit den empirischen Momenten
1 n

N1 = [ fedne) =+ Y (&)

1

i=



vergleichen, wo f(£) irgend eine integrable, etwa stetige Function ist.
Als ,wahren Werth“ von &, wenn es sich um Messungen einer Grosse handelt,
betrachten wir das Moment
a=ME; (1)

dies ist eine Definition analog der des , gerechten Spiels“, wo & den | variablen
Gewinn, « den FEinsatz bedeutet. Bei einer Abweichung wiirden wir die Beob-
achtungsmethode mit einem systematischen (nicht zufilligen) Fehler behaftet
erklidren, so wie wir beim Spiel von einem ungerechten Gewinn des Spielers
oder Spielgegners sprechen. Die Differenz

r=§(—« (2)

heisst der wahre Fehler; er ist eine Variable, deren wahrer Werth M (£ —a) =0
ist. (Beim Spiel der Reingewinn).

Bisweilen ist die theoretische Vertheilung von vornherein bekannt, so in der
Regel bei Zufallsspielen, wo sie sich aus dem vorausgesetzt exakten Bau der
Spielapparate und aus den Spielbedingungen ergiebt. Der Vergleich mit der
empirischen Vertheilung dient dann nur zur Controlle der letzteren und zur
Bestéatigung der theoretischen Vertheilung. — Das andere Extrem wiére, dass
iiber ¢ gar nichts bekannt ist, wo man dann ja einfach ¢ = 1) setzen konnte,
allerdings auf die Gefahr hin, dass eine neue Versuchsreihe dies wieder umstdsst.
— In der Regel ist es so: ¢ ist theilweise bekannt, theilweise aus der Erfahrung zu
ermitteln. Z.B. p(§) = ®(h(§ — «)) wird als Exponentialgesetz angenommen,
mit Parametern «, h, die aus der empirischen Vertheilung so zu bestimmen
sind, dass diese von der theoretischen moglichst wenig abweicht. Als Parameter,

| mag man nun diese oder jene Form von ¢(£) voraussetzen oder sich von

vornherein gar nicht binden wollen, empfehlen sich am meisten die Momente

M f(&) gewisser Functionen, so in erster Linie der wahre Werth o = M &, dann
die Momente

e = M (€ — a)* = Ma (3)

(12 Quadrat der Streuung) der Fehlerpotenzen, eventuell ihre Absolutmomente
v, = M |z|F.

Das Princip dieser Bestimmung ist folgendes. Zunéchst fassen wir bei den n

unabhéingigen Beobachtungen die &1, ..., &, als unabhiingige Variable auf, jede
derselben Vertheilungsfunction ¢(¢) unterworfen. Ist nun
n:f(glvf%"'vfn) (4)

eine bekannte Function dieser Variablen, etwa ein Polynom mit numerischen
Coefficienten, so ist ihr Moment

6=M77=/'--/f(fl,...,én)dso(&)'-'dso(é“n) (5)

ein (im Polynomfalle durch o und die pg ausdriickbarer) Parameter unserer
Vertheilung. Denken wir uns in (4) aber die beobachteten &; eingesetzt, so wird
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71 eine beobachtete Grosse. Sie wird natiirlich durchaus nicht mit ihrem wahr-

scheinlichen Werth 3 = M 7 tibereinzustimmen brauchen; | die Beobachtungen
hiitten ja auch andere Werthe &; liefern kénnen. Wenn wir also 3 = 7 setzen,
so machen wir eine empirische Annahme, die wir, um sie von einer richtigen
Gleichung zu unterscheiden, mit

Brm=F..8) (6)

bezeichnen wollen. Die Genauigkeit oder Zuverldssigkeit dieser Annahme be-
misst Gauss nun nach der Streuung der Variablen n oder ihres Fehlers y = n— 0,
(wobei man sich der Tschebyscheffschen Abschitzungen erinnern mége: je klei-
ner die Streuung, desto unwahrscheinlicher sind grosse Abweichungen einer
Variablen von ihrem wahrscheinlichen Werth); das Quadrat dieser Streuung ist

y=M(n-p)* =My’ -3 (7)

Das ist nun zwar wieder ein neuer Parameter von derselben Art wie 3, aber
erstens kann man eventuell constatiren, dass v mit wachsender Beobachtungs-
zahl n klein wird, zweitens unter den verschiedenen Functionen 7, die dasselbe /3
als Moment haben, dasjenige suchen, wofiir v ein Minimum wird, drittens auf
~v wieder dasselbe Verfahren anwenden, d.h. eine Function ¢ = ¢(&1,...,&)
wéhlen, deren Moment M ( = v wird, und approximativ v ~ ( setzen, die

Streuung M (¢ —v)? = M (? — 42 = § bestimmen u.s.f.

Bestimmung von a« = M . Eine Function 7, deren Moment gleich « ist, ist
z.B. & (i=1,...,n); das Quadrat der Streuung oder des mittleren Fehlers der
Annahme o ~ &; ist

M (& —a)® = M (€~ a)® = pa.

Diese Annahme ist natiirlich ganz schlecht; sie benutzt nur die i*® Beobachtung,
ignorirt die iibrigen und ist mit dem vollen mittleren Fehler jeder einzelnen
Beobachtung behaftet. Nehmen wir dagegen das arithmetische Mittel

n:%(£1+52+"'+£n)7 (8)

so ist (Addition der logarithmischen Momente)

M (=0 = () = = 3 del€) = 1 sz

und die Bestimmung « ~ 7 ist nur noch mit dem mittleren Fehler H2 behat-
V' n

tet, der mit n — oo nach 0 convergirt. Es ist dies auch die giinstigste (plausi-
belste) Bestimmung in dem Sinne, dass ihr mittlerer Fehler ein Minimum wird;
wenigstens wenn man sich auf Linearformen

ﬁzzaifi, Zaizl



beschrinkt (die letzte Bedingung wegen M n = «). Hier ist

M —a? =3 afp

3=

| und Y, a? hat unter der Bedingung >, a; = 1 sein Minimum fiir a; =

(Bedeutet d einen Multiplikator, so hat man die partiellen Ableitungen von
13 a? —d(>"a; — 1) gleich 0 zu setzen; das giebt a; = d also = 1).
Wéahrend
T; = 57 — (9)
die wahren Fehler sind, nennt man
Y (10)
i — Q1 n=x; n k Tk

die scheinbaren oder angenommenen Fehler (nimlich bei der Annahme a ~ 7).
Erinnern wir nochmals an die urspriingliche Gausssche Ableitung des Expo-
nentialgesetzes, die wir hier umkehren: wenn £ das Exponentialgesetz

O(h(§—a)) oder z=¢—a

das Exponentialgesetz ®(hx) befolgt, so ist die Wahrscheinlichkeitsdichte an

der Stelle x4, ..., x, gleich
h n
D e ma,
NZ3

und diese wird bei gegebenen &;, unbekanntem « ein Maximum, wenn Y 27 ein
Minimum wird, d.h. (Differentiation nach «) fiir

inzo, az%Zfizn.

Es ldsst sich also die Bestimmung a ~ 7 so auffassen: man giebt dem « denjeni-
gen Werth 0, fir den die Summe . x? der Fehlerquadrate ein Minimum wird;
in diesem Sinne ist 7 der wahrscheinlichste Werth von «. (Daher der Name: Me-

thode der kleinsten Quadrate). | Man muss dagegen mit Gauss selbst einwenden,
dass der wahrscheinlichste Werth an sich wenig Bedeutung hat (z. B. kénnte
eine Vertheilungsdichte ¥(z) mehrere Maximalstellen haben) und dass diese
Herleitung an die Giiltigkeit des Exponentialgesetzes gebunden ist, wihrend
jene erste (Minimum der Streuung) iiber die Vertheilungsfunction nichts vor-
aussetzt.

Bestimmung von .  Hier werden wir, wie bei « verfahrend, eine quadratische
Form der &; suchen, deren Moment = pus ist; nehmen wir sie von vornherein
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(was sich nachtréglich wieder aus der Forderung minimaler Streuung ergeben
wiirde) in den &; symmetrisch an:

—aZa +bY &
i#k

M ¢ =na(a® + pz) +n(n — 1)ba?,

also 1 1
na=1, mna+nn-—1)b=0, a=-, bz—m;

va vafk— Z&z {(Z@) _253]
:n_l(fo—’”’?):mz(&‘m?:nilZf? (11)

Die Bestimmung po ~ ¢ hat das Quadrat des mittleren Fehlers

M(C_M2)2:MC2_M§7

BL. 203 | wofiir sich durch eine Rechnung, auf die wir sofort zuriickkommen, ergiebt

1 2 1 2
M(C—Mz)zng‘Fm)\%:E(M4—3M2)+—1M§ (12)

(A logarithmische Momente von & — «). Der mittlere Fehler von ps ~ ( ist
also abermals von der Ordnung Ln und convergirt mit n — oo nach 0; um ihn
genauer zu kennen, miisste man ji4 in gleicher Weise wie po bestimmen. Befolgt
¢ das Exponentialgesetz, so ist Ay = 0 und der mittlere Fehler der Bestimmung

Lo ~ ( ist ,/%,ug.
Die Berechnung von M ¢? ist specieller Fall der Berechnung von Momenten
beliebiger Formen in den z;, oder ;. Am besten benutzt man dabei die lo-

garithmischen Momente. Sind aq, ..., a, beliebige Coefficienten, so bilden wir
die Linearform

1
u= ;€ = i T ;= oy — —
Z 1 &4 Zazxu a; (673 nzak
i i k
und fithren die Potenzsummen
o= af,  se=) 0
ein. Da die x; unabhéngig sind (nicht die €;, z. B. ist >_e; = 0), so ist

)\k(u) = Z af )\k(xl) = Sk >\k~



Auf Grund der Ubergangsformeln zwischen den Momenten und logarithmi-
schen Momenten, die hier wegen A; = 0 und A (u) = 0 die einfachere Form

M2 = A2, M3 = A3, 4 = Mg + 373,
annehmen, hat man also
MUQZSQ)\Q, Mu3253)\3, Mu4=84/\4+35§)\§,

Indem man hier beiderseitig die Coefficienten der Potenzprodukte der «; ver-
gleicht, erhélt man die Momente der Potenzprodukte der ; (die iibrigens,
weil alle z; gleiche Momente haben, bei Permutation ungeédndert bleiben, z.
B.Me?2=Me3=---, Meieg=Meie3=Megez="---). Dabei ist wegen
a; = o — %0’1

1 5 3 2 4
§2 = 02— 03, §3 = 03 — — 0201 + — 07,
n n n
_ 6 2 3 4
84—04—503014—?0'201—501,
So ergiebt sich fiir die ersten Grade:
2 1 1
M€1=O, M€1:)\2 1—— y M€1€2=——>\2,
n n
1 2 1 2 2
et (1) (D wtem LD a w2,
n n n n n
| BL 205
1 3 3 ?
i = ()R-t
n n o n
1 1
Medey = ——<1—§+%)A4—§<1——)A§
n n o n n n
1 3 2 3
2.2 _ 2
M€1€2 = ﬁ(Q—E))\AL-’—(].—E-'—ﬁ))\Q
1 3 1 3
Meleses = —2<1——))\4——<1——))\§
n n n n
3 3
M eesezes = —FA4+§)\2

(Controllen: aus Me’ffl g1+ te,)=0: MefF+(n—1M g’f*162 = 0;
Ms’f*252(51 +4e,)=0: Me’f’lsg + Mslf”e% +(n— 2)Mg’f*25253 =0
u.dgl.)

Fiir

1
(= e st M(znilMefz)\g,
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wie wir schon wissen;

nMel +n(n—1) Meiel]

1 3 3 3 1 3
- -2 2 22— (2-2)a
n—1< n+n2) 4+n 2+n(n—1)< n) o

2 1
+—= (1——+ )A2 A4+T“L 23,

1 2
MCQ_A%ZE)%_'—E)\%’ vgl. (12).

Bisher nahmen wir alle Beobachtungen als derselben Vertheilung unterliegend
an. Bisweilen ist aber eine Beobachtung unter giinstigeren Umstédnden gemacht
als eine andere; man kann das z.B. so zum Ausdruck bringen, dass man sich
die i* Beobachtung p; mal gemacht oder gleichwerthig mit p; einfachen Be-
obachtungen denkt, ihnen also Vielfachheiten oder Gewichte p; zugeschrieben
denkt. Dann wiirde man statt des einfachen arithmetischen Mittels das unter
Beriicksichtigung der Gewichte gebildete

TI:ZM&:IZM (13)

setzen, oder statt Y x? die Summe Y p; 2? zum Minimum machen (das fiir
« = 7 eintritt). Dasselbe ergiebt sich auch so: wir denken uns die i*® Variable &;
einer Vertheilungsfunction ¢;(§) unterworfen, fiir die zwar auch noch M & = a,
aber

Xo(&) = Mai = M (& — a)” = m}

nicht mehr fiir alle ¢ dasselbe (= ps) zu sein braucht. Die Linearform

n=> ai&, Y ai=1,

Ao(n) =M (n—a)® = afm}

(unter der Bedingung Y a; = 1) ein Minimum wird, wird jetzt durch

1
2 2 :
i i — Q, d=1: —5,
a; m; d m?

fir die

also ¢, )
"sz—}izm—g

geliefert. Definirt man daher das Gewicht umgekehrt proportional mit

2~
=

also
2 2 2 2
p1my =pa2Mg ="+ =pPp My, =M,



so dass m der mittlere Fehler einer einfachen Beobachtung (vom Gewicht 1)
ist, so liefert (13) die kleinste Streuung, nimlich

Cym_m
(Cp)* X
Um die Bestimmung a ~ n anzuwenden, muss man die Gewichte als bekannt

ansehen (Schiitzung nach den Umstéinden der Beobachtung); es bleibt dann
noch m?, das frithere pg, zu bestimmen. Eine Function, deren Moment m? ist,

ist 1
— L2
=7 > pici,

wo g; = & — n jetzt mit dem Werth (13) zu bilden ist; die Berechnung von
M (¢ —m?)? wollen wir unterlassen, resp. auf den allgemeinen Fall der Ermitt-

M (n—a)?

lung eines Systems von Unbekannten verschieben. |

Bestimmung eines Systems von Variablen. Denken wir uns mehrere vonein-
ander unabhiingige Variable 11,72, ..., n,. Jede Variable 1 (die Indices A, u, v
sollen von 1 bis r gehen, die Indices i, k, h, j von 1 bis n) hat eine Vertheilungs-
function ¥ (ny ). Es werden n unabhiingige Beobachtungen gemacht und bei der
i**" Beobachtung eine lineare homogene Function mit gegebenen Coefficienten

> biama
X

der 77, gemessen; fiir sie ergebe sich der Werth &;. Zunéichst haben wir die Va-
riable 7y des i*™ Versuchs (so wie frither das ¢ beim i**" Versuch) besonders
zu bezeichnen; nennen wir es 7y;, wo also N1, ..., N\, dieselbe Vertheilungs-

function (1) haben. Beim '™ Versuch ist dann die Variable

&= Z bix i (14)
X

beobachtet worden; ihre Vertheilungsfunction sei ¢;(&;). Die wahren Werthe
der ny seien By = [nxdia, die der &  a; = [ & dy;, so dass

ai =Y bir P (15)
A

sein muss. Wir nehmen n > r an; fiir n < r wiirden die Gleichungen (15) im
Allgemeinen zur Bestimmung der (8 aus den «; nur eben hinreichen (oder nicht
einmal das) und fiir die «; miisste man die beobachteten &; setzen («; ~ &;),
ohne iiber die Vertheilungen etwas ermitteln zu kénnen.

Wir werden jetzt (analog dem fritheren n = > a;&;, > a; = 1) solche Func-
tionen der &; zu suchen haben, welche die gesuchten 3y zu Momenten haben;
nehmen wir sie wieder als Linearformen an

= Z axi & (16)
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(mit neuer Bedeutung der 7, ) mit noch zu bestimmenden Coefficienten ay;. Es
soll also

Br=> axa (17)
sein; daraus folgt wegen (15)

ﬁ)\ = Z ANg bi,u 6}1

T,

und da die 8y durch keine lineare Relation verkniipft zu denken sind,

1 (18)

1
ZGM biy = 0y = 0 fir A

(Dies entspricht dem fritheren ). a; = 1).
Fiir die wahren Fehler yyx = nx — By, x; =& — «; folgt aus (16) (17)

YA =D ax (19)

und danach fiir die Streuungsquadrate
Myi=7) ai;Ma}
i

oder, wenn wir wieder Gewichte einfithren
Q- My =pi- Maj =m® (20)

(m mittlerer Fehler fiir die Gewichtseinheit)

1 2
- Z% (21)

o
Wir wahlen die ay; wieder so, dass diese sdmtlichen Ausdriicke Minima wer-
den, wobei die Gleichungen (18) zu beriicksichtigen sind; man hat also die

Gleichungen (18) mit einem Lagrangeschen Multiplicator dy, zu versehen und
die Ableitungen von

1 azi
P ST (z xebip 5)
i o i
nach den ay; gleich 0 zu setzen (und zwar fiir jedes \); das giebt

ax; = pi Z dxp biys (22)
}l.



wenn man mit b;, multiplicirt und nach ¢ summirt, wegen (18)

] v = Z d)\p, Di bip, bil/ = Z d)\p, Cuv (23)
Tyl 1
indem man
Cuv = sz bi,u biu = Cup (24)

| setzt. Diese ¢, sind bekannt (mit den b;» und den Gewichten p;) und, falls
ihre Determinante ¢ # 07, nach (23) auch die dy,; die Matrix der dy,, ist zur
Matrix der cy, reciprok. Daher ist auch d,» = dy,. Danach sind auch die ay;
nach (22) bekannt. Die gesuchten Minima der Ausdriicke (21) werden dann
nach (22) (18)

Cl
E oy § §
L dAp aAz iu — dA/L 5)\/1. - dAA
7

iyt

1
Z —dyy, 25
o = (25)

die Gewichte der ny gleich den Diagonalelementen der Matrix d.

Diese 7, sind also die Linearformen der &;, die mit M 1), = By die klein-
sten Streuungen aufweisen, und indem man nun statt der §; ihre beobachteten
Werthe setzt, erhdlt man eine angeniherte Bestimmung

Bx ~ A
fiir die Unbekannten. Die mit diesen 7, gebildeten Zahlen

gi=& — Y biaa (26)
X

heissen die scheinbaren Beobachtungsfehler. Man findet nun
sz g b i sz gz m ZC)\M M = 0, (27)

weil

Z Caxp M = Z Chp AN & = Z Cap pii d)\u iv Z 5uu Di&i biv szgz biu
\ i ;

A,V

| und kann auch sagen: Die Linearformen 7 sind aus den Gleichungen (27)

"Da ¢, das Product der pt™ und v%™ Spalte der Matrix (,/p; by ) ist, so ist nach einem
bekannten Satz c gleich der Quadratsumme aller r-reihigen Determinanten dieser Matrix,
also

bi;1 bij2 - bigr
b; b; cee b
e=> pupip-opi | 2 e
bi,1 bi2 - by
(i1, ..,%r durchlduft alle Combinationen von r Ziffern aus der Reihe 1,2,...,n). ¢ ist also

dann und nur dann # 0, wenn die Matrix (b;,) vom Range 7 ist, wenn also die Linearformen
>~ bia vy sich nicht durch weniger als r Variable ausdriicken lassen.
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mit der Determinante ¢ zu bestimmen. Diese Gleichungen ergeben sich durch
Nullsetzen der Ableitungen von

Zpi & (28)

nach den 7,; d. h. die 1, machen den Ausdruck (28) zum Minimum.
Man kann diese Forderung wieder, wie im Fall einer Variablen, aus der An-
nahme des Exponentialgesetzes herleiten. Wenn die wahren Beobachtungsfehler

xiZ&‘—ai:&—sz‘,\ﬁ,\ (29)
A
sdamtlich das Exponentialgesetz ®(h;z;) befolgen, wobei
1 m?
Ma? = — = —
K Qh% pi’

h? mit p; proportional, so wird die Wahrscheinlichkeitsdichte fiir das Fehlersy-
stem x;
hy- . hn, I
T2
und dasjenige System der 8y (bei gegebenen ;) das Wahrscheinlichste, fiir das
S"hZ2? oder Y p; x? ein Minimum wird, d. h. eben das System 3\ = 7).

Zur Bestimmung séimtlicher mittlerer Fehler fehlt nach (20) nur noch die von
m; wir haben eine quadratische Form ¢ in den &; zu suchen, deren Moment m?
ist, und dann eventuell wieder m? ~ ¢ zu setzen mit Berechnung der Streuung
M (¢ — m?)2. Rationell, aber mit grosserer Rechnung verkniipft ist die Auf-

suchung desjenigen (, wofiir | die Streuung ein Minimum ist (H. Bruns, Uber
die Ableitung des mittleren Fehlers, Leipziger Decanatsschrift 1892/93). Gauss
giebt ein ¢, das zwar im Allgemeinen nicht das giinstigste ist, aber doch geniigt,
da seine Streuung mit n — oo nach 0 convergirt.

Aus (26) erhélt man mit (15) und (19)

€ =X — Z bixyx =z — Z bix axk Tk (30)
) N
und wenn wir
1 =
Gik = Di <57k - z)\:bi,\ aAk) (0ir = 0 fiir i#k) (31)

setzen

Dig; = Z Jik T (32)
k
Die Matrix der g;; ist symmetrisch, da

Di Z bix axk = PiDk Z bix bry dxy
A Ap



bei Vertauschung von ¢, k ungeéndert bleibt. Aus (30) (27) folgt
Z y23 51 € — {E 07

also

Y piel =) picimi =) gk vitx (33)

2

und hieraus (M z; =0, Ma? = m)
MY pich) =3 guMat =m® - 3 5 = m*(n —r),
i — D
da

i

Gis
= 1-— CLM il =n— 5»\—71—7“
S (1 Tt <n- 3
Also hat die Function Bl. 214
1
C=n_rzpi8? (34)

das Moment m? und kann zur Bestimmung von m? ~ ¢ dienen. Um die Streu-
ung zu berechnen, bilden wir

2
(ZPﬂ?) = Z Gik Ghj TiTkThj
i

i,k,h,j

Bei der Momentbildung liefern nur folgende Glieder Beitriige:

i=k=h=7 : Mm = pa(x;)

i=k#h=3j : M 2223 = po (i) po(zn)
i=h#k=3j : M 2222 = po(;) po(xr)
i=j#k=h : M 2222 = po(x;) po(xr)

Also (wegen der Symmetrie der g;)

2
M (va: 53) Zgn pa(wa)+ ) giignn pa(@i)pz(xn)+2 Y gi po(wi) e (zi),

i#h i#k

und wenn man die Beschrinkung der Doppelsummen wieder aufhebt

2
M (va: 5?) = Z g (@) = 3uz(x:)*) + Y (gii 9w + 293%) pz (i) o ()

ik
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1
| = > gk Mala) +m*D - (giigrr + 2971.)
- ; :
Hier ist, wie schon gefunden war,
Gii
S
o Di

ferner nach (32)
gzk
M p; 5 =m?
Z pzpk
sz’g —mQZgzk =m?*(n—r), Zg’k =n—r

PiPk DiDk
Also

o (Zpi ) = > gk () +m [(n = 1)+ 2(n )]

n—r

MC?ZWZ%?M (z;) +m? +o

n—r

M (¢ —m®)? = ﬁ Zgi Nala) + —2— m* (35)

Dies ist also das Streuungsquadrat von (; um es zu kennen, braucht man die
A4(z;). Nimmt man etwa an (was bei Beobachtungen der Fall sein wird), dass

V b2(z;)

die auf gleiche Streuung reduzirten z;, d. h. die Variablen gleichméssig

beschrénkt sind, so wird

M4($v:)2 oder u4(a:¢)2 e >\4(x7:)2
pa(z;) pa(;) p2(;)
beschrankt,
mA

Aaz;)| < C (M a3)? C;

und das erste Glied in (35) rechts absolut

(n—r)? Zgwg (n—r)? Z & :n m4,

PiPk

also wie das 2. von der Ordnung % | Gilt fiir alle x; ein Exponentialgesetz, so
ist Ag(z;) = 0 und die Streuung von ¢ oder der mittlere Fehler der Annahme

2

m? ~ ¢ wird me.

n—r



Handelt es sich um die Bestimmung einer einzigen Unbekannten (r = 1), so
tritt an Stelle der r Linearformen die einzige

:]19 Zpifi (PZZ]%),
es wird

1
gi=& —nN=x —— Zpkxm
p k

also
9ik = Di [&k — &} )
D

die Function

hat das Moment m? (der mittlere Fehler der Annahme o ~ 1 war ﬁ) und
p

das Streuungsquadrat von ¢ wird

2
s )+

(n— 1
Nehmen wir alle Gewichte p; = 1 und alle \y(z;) = Ayg, so ist g;; = 1 — % und
wir erhalten als Streuungsquadrat von ¢ wie frither
2 4

E/\4—|——1m

| Ubungsbeispiele zur Wahrscheinlichkeitsrechnung

(1) (Zu §1) Unter n Urnen wird eine (die i mit der Wahrscheinlichkeit ;)
gewiihlt; wenn die %€ gewiihlt wird, ist o; die Wahrscheinlichkeit, eine weisse
Kugel zu ziehen. Welches ist die Wahrscheinlichkeit, eine weisse Kugel zu zie-
hen? 2?21 v;ci;; wenn alle Urnen gleichwahrscheinlich sind, % E? Q;.

(2) (§1) In einer Urne befinden sich s Kugeln, die Wahrscheinlichkeit, dass
darunter a weisse sind (b = s — a schwarze), sei v,. Wahrscheinlichkeit, eine
weisse Kugel zu ziehen? w = ZZ:O Ya * 5 Ist jede Vertheilung gleichwahr-
scheinlich, so w = Jlrl (S) g = % Ist die Urne aus einer grosseren Urne mit
A weissen, B=S — A bchwarzen Kugeln durch Ziehung gefiillt worden, so ist
Vo = (‘2) (]g ) : (f) Es ist vorauszusehen, dass w dann = der Wahrscheinlichkeit
sein muss, direkt aus der grossen Urne eine weisse Kugel zu ziehen, also w = %.

Wirklich ist ja
u (A) (S — A) (S)
Zo a s—a s)’
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wenn man a, s, A, S um 1 vermindert

22 - 000 e 205020 -0)

also thatséchlich 074 % = & oder w =

il
S’

wal

(3) Beim Beispiel (2) sei bekannt, dass die Urne mindestens soviel weisse
wie schwarze Kugeln enthilt; die noch verbleibenden Félle seien gleichwahr-

| scheinlich. Wahrscheinlichkeit, eine weisse Kugel zu ziehen?

1 2r@r+1)—(r—1)r 3r2+3r 3
-9 — a_: . — — _
== = 27 r+1 o 2 r(r+1) 4
2r—1
1 2r—12r—(r—1)r
=2 —1 = a___. .
e v 27 2r — 1 2
_ 32 —r _ 3r—1 >§
S 2r(2r—1)  202r—1) " 4

(4) (§1) Aus n Urnen, deren '€ die Wahrscheinlichkeit p; fiir eine weisse Kugel
liefert, werden k willkiirlich gew&hlt und aus jeder eine Kugel gezogen. Wahr-
scheinlichkeit, dass sdmtliche Kugeln weiss sind?
Die Wahrbchelnhchkelt dass k bebtlmmte Urnen, z.B. 1 2,. - kK, )1n be-
1 n k)!

stimmter Reihenfolge ausgewiihlt werden, ist 1 P — k T = o dass

sie iiberhaupt ausgew#hlt werden, ("nk Kl (=1: ( ), ( ) gleichwahrscheinli-
che Combinationen von k Urnen). In diesem Falle ist p - - - p, die Wahrschein-
lichkeit fiir Weiss. Also

e Epmm () o ()

¢, die Summe iiber alle Combinationen von k Gréssen p; - - - pr = k' elemen-
tarsymmetrische Funktion der pi,...,p,, d.h. Coefficient des Polynoms

(x—l—pl)(x—l—pg)-'-(x—i—pn):x"—i—clx”*l—i—ch”*Q—l—-w—i—cn.

(5) (§1) Probleme des parties (Pascal).

A und B spielen eine aus einzelnen Spielen bestehende Partie; bei jedem Spiel
gewinnt A oder B mit den Wahrscheinlichkeiten p,q (p + ¢ = 1); wenn A «
Spiele gewinnt, gewinnt er die Partie; wenn B (3 Spiele gewinnt, gewinnt er die
Partie. Welche Wahrscheinlichkeit haben A und B, die Partie | zu gewinnen?
(w(4), w(B).)

Nach a+ 8 — 1 = ~ Spielen ist die Partie spétestens entschieden (und soviel
Spiele kénnen auch noch, selbst nach inzwischen erfolgter Entscheidung der



Partie, gespielt werden, ohne dass iiber Gewinn oder Verlust der Partie ein
Zweifel entsteht). A gewinnt die Partie, wenn er von diesen  Spielen mindestens
a gewinnt; verliert, wenn er weniger als « (also B mindestens () gewinnt.
Demnach

w(A) = 2:: <;)p 7", w(B) = i (Z) q"p" " = aijl <;)pmq”’"7

8 0

w(A) +w(B) = 1.

Die Betrachtung gilt auch noch, wenn eine Anzahl von Spielen bereits erfolgt
ist und dem A noch « Spiele zum Gewinn fehlen, dem B noch g3 Spiele. Z. B.
urspriinglich war p = ¢ = —, und fiir jeden Spieler sollten 5 gewonnene Spiele
zum Gewinn der Partie erforderhch sein (dann ist natiirlich w(A4) = w(B) = 1).
Nachdem aber A die ersten zwei Spiele gewonnen hat, fehlen ihm noch a = 3,

dem B noch 8 =5 Spielgewinne; v = 7,

99
272() 128:’)5+35+21+7+1) 128"

29
27Z(> 1281+7+21) 128°

(6) (§1) Wahrscheinlichkeit, dass eine Permutation von 1, 2,...,n an keiner
Stelle mit 1, 2,...,n iibereinstimmt.
Ist mx,n, die Anzahl der Permutationen, deren erste k£ Ziffern mit 1, 2,...,k

nicht iibereinstimmen, so ist

Tk = Tkn—1 + Tk+1,m5

denn | diese Permutationen x1,...,x, (1 # 1,..., 2% # k) zerfallen in die, wo
Trp41 = k+1 (das sind also, von der k+1%" Stelle abgesehen, die Permutationen
(1,0 By Tl 2, .., Tp) Mit 21 # 1,... 2 # k, thre Anzahl 7t ,—1) und

diejenigen, wo xp4+1 # k + 1 (Anzahl 711 ). Aus
Tk4+1n = Tkn — Tkn—1

erhélt man mit mg , = n!

Tin = nl—(n-—1)!
o, = nl—2(n—1I+(n—2)!
Thn = nl— () -1+ E)(n-2)! -

Die gesuchte Wahrscheinlichkeit ist

ve = o (e (-2
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11 L1
=l-gtg =t ()

sie convergirt fiir n — oo nach e~! = 0,3678794 - - -

(7) (§1). Zwei Zeugen stimmen in einer Aussage B iiberein; die Wahrschein-
lichkeit, dass sie die Wahrheit sagen (nicht liigen oder sich nicht irren), seien
p1, P2 (g1 =1 —p1, o =1 —po). Wie gross ist die Wahrscheinlichkeit, dass die
Aussage wahr ist?

Beobachtet ist das Ereignis A: beide Zeugen sagen dasselbe. Fraglich ist B.
Gesucht wa(B).

w(AB) = pip2, w(AB) = qiq2, w(A) =pip2 + q1¢2-

Also pip
1D2
wy(B) = ——————
(B) pip2 +q1q2
(Das ist natiirlich Spielerei und ohne praktischen Werth.) |
Von m + n = [ Zeugen, mit den Glaubwiirdigkeiten p1,...,p;, haben sich
die m ersten fiir, die n iibrigen gegen einen Thatbestand B ausgesprochen.
Wahrscheinlichkeit, dass B wahr sei? (¢ =1 —p;)
A ist wieder das beobachtete Ereignis der Zeugenaussagen.

W(AB) =p1-+ Pm Gm+1 @y W(AB) =q1 G Pm+1 - DL

P1- Pmdm+1- -4
PL PmGm+1 QT q1 qmPmt1 Pl
Bei gleicher Glaubwiirdigkeit

U}A(B) =

m—n

_ p"q" _ D

Ist m — n (die Majoritit) > 0, so ist dennoch w < %, wenn p < %, bei wenig

glaubwiirdigen Zeugen das Urtheil der Majoritéit weniger wahrscheinlich als das
Gegentheil. Ist p = %, S0 ist

2mfn

w= 2m—n_|_1’

die Wahrscheinlichkeit eines mit 4 Stimmen Majoritdt ergangenen Urtheils
16
1_.

(8) (§1) Auf wieviele Arten kann man mit n Wiirfeln die Augensumme s er-
zielen?
Diese Anzahl s,, ist der Coefficient von ¢* in der Entwicklung von

1 —¢6
1—t

(tl —|—t2 + "-—l—tﬁ)n — <t >n _ tn(l _t)—n (1 _tﬁ)n



_4n n n+1 n+1 n+2 .. n+4 n+5 n+5 _ n n+6_ .
_t+<1)t+(2t++5t+6 L)

| Die Wahrscheinlichkeit, die Augensumme s mit n Wiirfeln zu erzielen, ist —: Bl 223

Wird zunéchst mit einem Wiirfel die Zahl n der Wiirfel willkiirlich ermittelt,
so ist die Wahrscheinlichkeit, die Summe s zu erzielen,

1 S1 S92 Se

Bernoulli (Ars conjectandi) berechnet

7530 749 7273
12) = —— = 12) = — %
wls <12) = 7epm W = e, W > 12) = 1

Obwohl w(s > 12) < 1 ist, ist die wahrscheinliche Augensumme (§2), das
Moment Ms = > ws-s, > 12. Diese ergibt sich fiir 1 Wiirfel = Lﬁ”'% = %,
fiir n Wiirfel %n, also fiir unser Spiel

T 142446 [T\ 49
2 6 B

(9) (§2). z,y seien Variable mit abhiingigen Vertheilungen. Wie driickt sich
A2(z +y) (Quadrat der Streuung) aus?
wjr, Wahrscheinlichkeit des Grossenpaares (z;, yk),

pizzwm, kazwik
k i

und nicht durchweg w;x = p; . Man hat

p2(z +y) = Zwik(x? + 2ziys + yi) = p2(x) + p2(y) + 2 Zwik LYk
i,k ik

pilz+y) = ZU%(%‘ + k) = () + pa(y)

Xo(z +y) = pa(@ +y) — [pa(z +y)]* = Xa(@) + Xa(y) + 2D (wik — pi ai) Tiy.-
ik

| Wir haben allgemeiner (u,v zwei Parameter) Bl. 224
M (uzx + vy)? = u® Ma? + 2uv May + v My?
[M (uz + vy)]? = u?(Mz)? + 2uv MazMy + v*(My)?
Ao (ux 4+ vy) = a1y u® + 2a10 uv + agy v?
ay1 = Ma? — (Mz)? = M\y(z), a1a = M(zy) — Mx My,
az = My® — (My)® = Xa(y),  anaz —af, >0,
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da die Form > 0 ist.
@12

V11022

heisst der Correlationscoefficient (er ist absolut < 1); wenn z,y unabhiingige
Vertheilungen haben, verschwindet er. (Natiirlich nicht umgekehrt, da a;2 =0
nur eine von den Bedingungen M (z™y™) = Mz™ - My™ ist, oder da

a12 = Z(wzk — Di Qk) TiYk

verschwinden kann, ohne dass einzeln alle w;;, — p; gx verschwinden).

(10) Ein Schachspieler 1 habe die Wahrscheinlichkeiten p1, ¢1,71 zu gewinnen,
zu verlieren, Remis zu machen; ein Spieler 2 entsprechend ps,ga, 7. (Diese
Zahlen p, q,r mit p+ g+ r = 1 charakterisiren die ,,Spielstirke*). Wahrschein-
lichkeit, dass im Spiele der beiden gegeneinander 1 gewinnt, verliert, Remis
macht?

An sich, z. B. im Spiel mit einem Dritten, kénnen alle Moglichkeiten eintre-
ten: 1 und 2 gewinnen (Wahrscheinlichkeit p1ps), 1 gewinnt, 2 verliert (p1g2),
1 gewinnt, 2 macht remis (p;72). Als bekanntes Ereignis A hat man anzusehen,
dass nur die drei Fille eintreten konnen: 1 gewinnt, 2 verliert; 1 verliert, 2 ge-
winnt; 1 und 2 machen remis. w(A) = p1ga + ¢1p2 + r172. B ist eins dieser 3

Ereignisse, wa(B) = %. | Also sind die drei Wahrscheinlichkeiten
P12 q@ip2 T2

s s 5 (s = p1g2 + q1p2 + r172).

Zur Illustration diene das Beispiel zweier Urnen, die weisse, schwarze, rothe
Kugeln mit den Wahrscheinlichkeiten pi, g1, 71 und ps, g2, 72 enthalten, und wo
nach den Wahrscheinlichkeiten fiir Weiss Schwarz, Schwarz Weiss, Roth Roth
gefragt wird unter Voraussetzung A, dass nur einer dieser 3 Fille eintrete.

Die betr. Wahrscheinlichkeit kann sinnlos (%) werden, z. B. wenn p; = ps =1,
beide Spieler sicher gewinnen.

Bei einem Spielturnier, wo von n Personen jede mit jeder andern spielt, ist
die Wahrscheinlichkeit eines Gesamtergebnisses W = wiswi3was - - - Wy—1,n, WO
fiir wi, (4 < k) die Wahrscheinlichkeit des betr. Ergebnisses zu setzen ist. Man
koénnte die Aufgabe stellen (Bayessche Regel), auf Grund der thatsdichlichen
Ergebnisse eines Spielturniers die Zahlen p;, g;,7; so zu bestimmen, dass W
moglichst gross wird.

(11) Wahrscheinlichkeit, dass ein (dekadischer) Logarithmus an der k%™ Deci-

malstelle (k = 1,2,...) die Ziffer i (= 0,...,9) habe. Die Wahrscheinlichkeit

soll durch die Summe der betr. Intervalllingen des Numerus gemessen werden.
Bedeutet

Z1 Tp—1
§:x0+1—0+---+10k71



einen (k — 1) stelligen Decimalbruch, so wird das Intervall

1
E<logx < &+ ToF—T
durch die k'€ Ziffer in die Intervalle

1+ 1

f+—§logx<§+ ToF

10%
getheilt; das Theilintervall
(10“#% <z< 10“%5) hat die Linge 106+ o
das Gesamtintervall die Lénge

10¢ - (10—1073—1 . 1) :

der Quotient ist|

1 .
i 1070F — 1 c0—1 0
1070F - =" =
? 10T — 1 o0 —1 146440

und dies ist die gesuchte Wahrscheinlichkeit wy; (werden z.B. die Zahlen
1 < z < 10 betrachtet, so zerfiillt dies in Intervalle, den verschiedenen £ ent-

sprechend, und die gesuchte Wahrscheinlichkeit ist

-(101#—1),

(0 = 107F),

Zlo€ 5 (8 Zlo€ 60— 1) = wy).

Bei festem k wachsen die wy; in geometrischer Reihe (wg,o @ wrq @ --- ¢

wro=1:6:---:0%); 2z B. (vgl. Urban, S. 83)

k=1 k=2 k=3
0 0,02877 0,08996 0,09897
1 03622 09206 09920
2 04560 09420 09942
3 05740 09639 09965
4 07227 09864 09988

0,09097 0,10094 0,10011
11453 10329 10034
14419 10569 10058
18152 10816 10081
22852 11068 10104

© 00 O Ot

fiir k — oo convergirt jedes wy ; nach %. (6—1)
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Verallgemeinerung: y = f(x) sei fir a < x < b stetig und habe eine stetige
positive Ableitung; es gilt das Gleiche fiir die inverse Funktion z = ¢(y) im
Intervall A <y < B (A = f(a), B= f(b). Essei 0 < a < < 1 und die
Wahrscheinlichkeit w,, gesucht, dass a < ny — [ny] < 3, | wo n eine natiirliche
Zahl, [z] die grosste ganze Zahl < z bedeutet; wy, soll erklért sein als Summe der
Intervalllingen derjenigen x, wo die fragliche Ungleichung erfiillt ist, dividirt
durch b — a. Setzt man [ny] = m, so lautet die fragliche Ungleichung

m+ « <y< m+ 0
n
(Theilintervall I,,, von K, : & <y < T+1) und die zugehorige Intervallsum-
me von x wird
e B—a
> /m+a &y dy=="—=23 &' (um),

Ym €in Werth in I,,,. Die Summe % Y m @ (ym) ist ein Ndherungswerth von

)

m—+1
n

m

m n

B b
so’(y)dyz/A @'(y)dy:/ de=b—a

und convergirt nach ihr fiir n — oo. Also convergirt w;,, nach 3 — a.
Nimmt man speciell n = 10"7!, a = &, =53¢ (i =0,...,9), so findet

man: die Wahrscheinlichkeit, dass y an der k'™ Decimalstelle die Ziffer i habe,
convergirt fiir kK — oo nach %.

Anmerkungen

[1] HAUSDORFF schreibt + fiir U, & fiir |J und @ fiir (). HAUSDORFFs Be-

zeichnungen sind hier und im Folgenden der besseren Lesbarkeit halber
durch die heute iiblichen ersetzt worden.

[2] Blatt 10 ist komplett getilgt.

[3] Hier hat Hausdorff eingefiigt: J. Radon, Theorie und Anwendungen der
absolut additiven Mengenfunctionen, Wiener Ak. Ber.122 (1913), S. 1295—
1438.

[4] An der Stelle (%) steht ,s. umst.“ und auf Bl. 104v heifit es: , Abkiirzung
im SS 1931: Intervallintegrale; [ fdx = [~ f/(z)d(z)dz, falls x(z) =
[*9(z)dz, fund 9 stetig. Dann § 8: Momentproblem u. (zweiter) Grenz-
wertsatz. Exponentialgesetz.“

[5] Bl 111 ist im Original komplett getilgt.
[6] Bl 118 ist komplett getilgt.



[7] Die BIL 181-195 enthalten eine etwas abgekiirzte Version von ,,Das Expo-
nentialgesetz“ (§7). Die modernere Orthographie (Funktion, Wert, Ver-
teilung etc.) deutet darauf hin, dafi diese Version spiter verfait wurde
und beim Vortrag im Sommersemester 1931 Verwendung fand.

[8] Bl. 217 ist komplett getilgt.



