Die Vorlesung
”Figur und Rotation der Himmelskorper”
von F. Hausdorff, WS 1895/96, Universitit Leipzig

J.Bemelmans!

FELIX HAUSDORFF habilitierte sich am 25. Juli 1895 an der Universitét Leip-
zig fiir die Facher Astronomie und Mathematik. In seiner Habilitationsschrift
Uber die Absorption des Lichtes in der Atmosphire untersucht er, wie man aus
der gemessenen Helligkeit eines Sterns auf die tatséchliche Helligkeit schlieflen
kann. Das Licht eines Sterns wird auf dem Weg durch die Atmosphére zum Teil
von dieser absorbiert, und da die Linge dieses Weges und damit der Grad der
Absorption von dem Winkel zwischen dem Zenit und der Position des Sterns
abhéingt, ist die Analyse der Absorption angesichts des komplizierten Aufbaus
der Atmosphiire eine schwierige Aufgabe, auch in mathematischer Hinsicht.
HAUSDORFF verwendet in dieser Untersuchung im wesentlichen Methoden der
klassische Analysis; dabei wurden aber keine neuen mathematischen Entwick-
lungen angestoflen, wie wir es von einer Reihe anderer astronomischer Probleme
kennen. So fiihrte die Aufgabe, die Bewegung von Planeten zu beschreiben, zur
Theorie der Hamiltonschen Systeme, und die Frage nach der Gestalt der Erde
und der Himmelskorper gab zum einen der Potentialtheorie wichtige Impulse,
zum anderen fiihrte die Untersuchung dieser Frage zur Losungsverzweigung bei
nichtlinearen Integralgleichungen und damit letztlich zur Verzweigungstheorie,
die heute ein wichtiges Teilgebiet der nichtlinearen Funktionalanalysis darstellt.
HAUSDORFFs erste Vorlesung Figur und Rotation der Himmelskorper aus dem
Wintersemester 1895/96 (NL HAUSDORFF: Kapsel 23: Fasz. 68) ist diesem Fra-
genkreis gewidmet, und wir wollen im folgenden kurz darstellen, wie dieses
Gebiet der Astronomie die Entwicklung der Mathematik beeinflufit hat.

Planeten sind grofle Massen, die um eine feste Achse rotieren; die damit ein-
hergehenden Krifte beeinflussen die Gestalt der Planeten, wenn diese als defor-
mierbar angenommen wurden. Wenn wir weitere Krifte aufler Acht lassen, dann
wird der Rand ¥ eines solchen Himmelskérpers dadurch bestimmt, daf§ auf ihm
die Kraft der Selbstattraktion und die Zentrifugalkraft im Gleichgewicht sind.
Wir sprechen daher von Gleichgewichtsfiguren rotierender Fliissigkeiten.

Mathematisch kann man dieses Gleichgewicht durch die Bewegungsgleichun-
gen der Hydrodynamik beschreiben:
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Hierbei ist (—w?x;, —w?w2, 0) die bei der Rotation mit der Winkelgeschwin-
digkeit w um die x3-Achse auftretende Beschleunigung, p ist die Dichte, p der
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Druck und G = (G1, G2, G3) die Anziehungskraft. Bei konstantem Aufiendruck
folgt aus (1), dafl ¥ eine Aquipotentialfliche ist; die Summe von Gravitations-
potential und dem Potential der Zentrifugalkraft ist auf 3 konstant:
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Hierbei bezeichnet 2 C R® das von der Materie eingenommene Gebiet, g die
Gravitationskonstante und r(z) den Abstand eines Punktes z von der Rotati-
onsachse.

Gesucht ist also eine Fliche ¥, so dafl (2) gilt unter der Nebenbedingung,
daB das von X eingeschlossene Volumen den vorgeschriebenen Wert V hat:

vol Q = Vj,. (3)

Dieses physikalische Modell, das wir auf der Basis der Bewegungsgleichun-
gen der Hydrodynamik formuliert haben, stammt von ISAAC NEWTON. Mit
der von ihm entwickelten Gravitationstheorie beschrieb er nicht nur die Bewe-
gung der Planeten, sondern wandte sie bereits in den Philosophiae Naturalis
Principia Mathematica auf die Frage nach der Gestalt der Erde an. Die Model-
lierung wie die mathematische Analyse, mit der er den Grad der Abplattung
der Erde bestimmt, stellen ein weiteres Stiick bewundernswerter NEWTONscher
Mathematik dar.

Wie man es von vielen Differentialgleichungen kennt, so wurden auch bei
der Aufgabe (2), (3) zuerst Lésungen gefunden, die man in geschlossener Form
angeben kann. C. MACLAURIN zeigte 1740, daf3 ein Rotationsellipsoid mit den
Achsen a; = as und a3 fiir geeignete Werte von w und Vp die Gleichungen (2)
und (3) lost. Den funktionalen Zusammenhang zwischen diesen Groflen, der
es erlaubt, die Gesamtheit der Rotationsellipsoide zu beschreiben, die (2) und
(3) erfiillen, fand J. D’ALEMBERT 1773. Mit a; = as = /1 +~v%a3 und der
Normierung ¢ =1 und V = %ﬂ folgt fiir die Bestimmung der Grofle A, die das
Achsenverhiltnis a; /as festlegt:

hadi 4
5 3 (4)
Hieraus folgt, dafl es zu gegebenem w zwei Ellipsoide gibt, die die Gleichge-
wichtsbedingungen erfiillen, sofern w unterhalb einer Schranke

war = /27 - 0,2247 . ..

liegt. Von den beiden Ellipsoiden hat eines eine geringe Exzentrizitit e =
A/V1+ A%; die Exzentrizitit des zweiten ist grofler, und fir A — oo, was
w — 0 impliziert, konvergiert das zugehorige Ellipsoid gegen eine unendliche
Kreisscheibe. Nach einem Resultat von LAPLACE nimmt das Drehmoment M
dieser Ellipsoide mit wachsendem e zu, so dafl wir, anders als zwischen w und e,

w? (A +3)-arctan X — 3\



eine eineindeutige Zuordnung zwischen dem physikalischen Parameter M und
der Losung haben.

Nachdem LEGENDRE das Potential eines Ellipsoides durch elliptische Integra-
le ausgedriickt hatte, wurde es mdoglich, die Familie der Ellipsoide, die Gleich-
gewichtsfiguren sind, vollstindig zu beschreiben. Das Potential eines Ellipsoids
Q1 ist eine quadratische Funktion von z:

1
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dabei bezeichnen Ag,..., As elliptische Integrale, die insbesondere von den

Halbachsen ay,as und az von Q abhingen. Die Gleichgewichtsbedingung (2)

wird dann zu

2
Ag — (Ayaf + Asal + Asz3) + Y@+l =C

2
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VY z € R® mit — + 5+ —3 = 1. Eliminiert man hieraus z3 und wertet die
ai 2 a3
Gleichung an den Endpunkten der Halbachsen aus, so folgt
w2 w2
a? <2—A1> =a; (Q—Az) = —a3 A3 = C — Ay. (6)

Wenn die erste dieser Gleichungen dadurch erfiillt wird, dal wir a; = as setzen,
erhalten wir die Rotationsellipsoide von MACLAURIN. Nun zeigte JACOBI 1834,
daf es zu beliebig vorgegebenem Achsenverhiltnis a;/as Zahlen as, w und C
gibt, so dafl (6) erfiillt ist. Damit wies er eine Familie von Ellipsoiden mit drei
verschieden langen Achsen als Losungen nach. Fiir a; /a; = 1 fillt das Jacobi-
Ellipsoid mit einem der MacLaurinschen Reihe zusammen; der zugehorige Wert
von w ist wy = /27 -0,1871 ... . Fiir a; /as — oo folgt a3 — 0 und w — 0, und
die Ellipsoide konvergieren gegen eine unendlich lange Nadel.

JAacoBIs Resultat ist vor allem deshalb beeindruckend, weil bei dem gestell-
ten Problem ausschlielich rotationssymmetrische Losungen erwartet wurden.
Wie bei den MacLaurin-Ellipsoiden ist auch hier das Drehmoment eine streng
monoton wachsende Funktion von e, der zu a; und a3 gehtrenden Exzentrizitit.

WEeil fiir jede der beiden Familien von Ellipsoiden die Zuordnung zwischen
dem Drehmoment M und der durch die Halbachsen a; und as bestimmten
Exzentrizitét eineindeutig ist, konnen wir e als Funktion von M darstellen.
Wiéhrend fiir jedes M € [0,00) ein MacLaurin-Ellipsoid existiert, dessen Ex-
zentrizitdt mit e,, (M) bezeichnet sei, haben wir die entsprechende Funktion
e;j(M) nur fir M € [M;, o), wobei M; das zur Losung fiir w = w; gehorige
Drehmoment ist. Die Graphen dieser beiden Funktionen veranschaulichen eine
Eigenart der Losungsmenge, die in moderner Terminologie Losungsverzweigung
heifit. Wir haben zunéchst die Grundlésung e,,, die fiir alle Werte von M exi-
stiert und im Bereich [0, M;) die einzige Losung darstellt. Von dem Graphen



von e,, zweigt im Punkt (M;,e,,(M;)), dem Verzweigungspunkt, der Graph
von e; ab, so daf8 es im Bereich (M;,c0) zwei Losungszweige gibt. Fiir vie-
le physikalische Probleme, bei denen Lésungsverzweigung auftritt, ist typisch,
daf die im Verzweigungspunkt hinzukommende Losung weniger symmetrisch
ist als die Grundlosung (Symmetriebrechung) und dafl die Grundlsung im
Bereich [0, M;) stabil gegeniiber Storungen ist, ab M; aber die Elemente des
neuen Losungszweiges stabil sind (Austausch der Stabilitéit).

Mit JACOBIs Beitrag ist zweifellos eine Losungsverzweigung gegeben, es ist
allerdings zu fragen, ob das bereits JACOBI so gesehen hat. Seine Arbeit [J 1834]

ist nur drei Seiten lang, und er beschrinkt sich dort auf den Nachweis, daf} (6)
auch fiir a; # ay Losungen zuléfit. Eine genauere Beschreibung der Losungs-
menge lieferte sein Schiiler C. O. MEYER in seiner Dissertation, vgl. [M 1842].
Er diskutiert insbesondere, wie die Familie der Jacobi-Ellipsoide in die der rota-
tionssymmetrischen Losungen einmiindet. Dabei liest er aber die Abbildung 1
von rechts nach links; er beginnt also mit der unendlich langen Nadel (cylindrus
infinite magnus), die zu M = oo gehort und zeigt dann, dafl (mit abnehmendem
M) die Familie der Jacobi-Ellipsoide in einem rotationssymmetrischen Ellipsoid
endet. Damit ist u. E. keine Losungsverzweigung beschrieben.?

2Weil in der Literatur auch die gegenteilige Ansicht vertreten wird, soll MEYERs Zu-
sammenfassung seiner Ergebnisse, soweit sie diesen Punkt betrifft, kurz angefiihrt werden:
Cylindrus infinite magnus cum basi circulari abit in Ellipsoidam tribus axibus inaequalibus
praeditam, basis circularis abit in ellipsin magis magisque excentricam, cujus axis minor fit
axis rotationis, axis major fit axis minor aequatoris; aequatoris excentricitas continuo minu-
itur usque dum evadit circulus ipsaque Ellipsoida in priorem speciem revolutione genitarum
redit ([M 1842], p. 54).



Die erste nach heutigem Versténdnis vollstdndige Beschreibung einer Lésungs-
verzweigung finden wir in der Arbeit [R 1861] von B. RIEMANN. Das dort un-
tersuchte Modell einer Gleichgewichtsfigur ist wesentlich allgemeiner als das
oben vorgestellte, weil nunmehr auch Relativbewegungen innerhalb des Fliissig-
keitskorpers zugelassen sind. Fiir den Fall, dafl die Geschwindigkeit an der Stelle
(z1,%2,x3) zu jedem Zeitpunkt ¢ eine lineare Funktion der Ortskoordinaten ist
und daf die Gestalt Q(t) der Gleichgewichtsfigur fiir alle ¢ ein Ellipsoid ist,
gelang RIEMANN eine vollsténdige Beschreibung der Losungsmenge. Er wies
insbesondere vier Familien von Losungen nach, bei denen die Gestalt zeitlich
konstant ist. Diese Ellipsoide rotieren mit konstanter Winkelgeschwindigkeit w;
im Inneren koénnen sich die Teilchen auf elliptischen Bahnen um die Achse be-
wegen, so daf z. B. nach einer Umdrehung des Ellipsoids ein Teilchen die Achse
bereits zweimal umlaufen hat. Die Ellipsoide von MACLAURIN und JACOBI
sind Spezialfille dieser Losungen. RIEMANN beschreibt, welche dieser Familien
stetig ineinander iibergehen, und er weist ferner den "Austausch der Stabilitit”
fiir ein MacLaurin-Ellipsoid nach. Fiir w < wr = /27 -0,2201... sind die
MacLaurin-Ellipsoide stabil, in w = wg zweigt eine Familie von Ellipsoiden mit
drei verschiedenen Achsen ab, in denen es innere Stréomungen gibt. Fiir w > wg
sind die Elemente dieses Losungszweigs stabil; sie sind weniger symmetrisch als
die MacLaurin-Ellipsoide.

Bei nichtlinearen Gleichungen sind hiufig nur wenige Ldsungen bekannt, die
man in geschlossener Form angeben kann, und diese sind meistens nicht sehr
interessant. Im vorliegenden Fall ist die Menge der explizit bekannten Lésungen
so reichhaltig, dafl man darin sogar eine Losungsverzweigung findet.

Spiter gelang es V. A. LijapuNow, E. SCHMIDT und L. LICHTENSTEIN, wei-
tere Losungen nachzuweisen. Fiir bestimmte Werte w* werden die Elemente der
in w* abzweigenden Familie als Graphen iiber der zu w* gehérenden, explizit
bekannten Losung gesucht. Damit wird aus (2) eine nichtlineare Integralglei-
chung fiir eine Unbekannte { aus einem Funktionenraum X’; deren Lineari-
sierung hat fiir w = w* einen endlich-dimensionalen, nichttrivialen Nullraum
N, und der Nachweis abzweigender Losungen geschieht mittels der Ljapunow-
Schmidt-Reduktion. Die nichtlineare Integralgleichung wird dabei auf einen
unendlich-dimensionalen Teilraum von X projiziert; dort ist die Linearisierung
invertierbar und die nichtlineare Gleichung im Kleinen 16sbar. Ob diese Losung
dann zu einer Losung des urspriinglichen Problems fiihrt (oder auch zu mehre-
ren Losungen), wird anhand der endlich-dimensionalen Verzweigungsgleichun-
gen entschieden. Damit sind wir bei den interessantesten Beitrégen zur Verzwei-
gungstheorie angekommen, die im Zusammenhang mit Gleichgewichtsfiguren
erbracht wurden. Das meiste wurde jedoch erst nach HAUSDORFFs Vorlesung
bekannt, und da sich HAUSDORFF nach 1895/96 nicht mehr mit diesem Gebiet
befafite, wollen wir es hier bei einer kurzen Erwidhnung belassen.

Die Vorlesung Figur und Rotation der Himmelskorper besteht aus drei Teilen:
I. Die Bewegung eines starren Korpers im Gravitationsfeld von Punktmassen,
I1. Potentialtheorie, ITI. Gleichgewichtsfiguren rotierender Fliissigkeiten.

In Teil I werden insbesondere die Einfliisse von Sonne und Mond auf die Rota-



tion der Erde analysiert; dabei ist die Darstellung HAUSDORFFs von Prézession
und Nutation der Erdachse dadurch ausgezeichnet, da§ die Phinomene nicht
nur erkldrt und mathematisch beschrieben werden, sondern dafl umfangreiche
Né&herungsrechnungen durchgefithrt werden. Die Ergebnisse vergleicht HAUS-
DORFF dann mit den entsprechenden Werten aus den Tafeln der Eklipsen von
T. vON OPPOLZER, vgl. [O 1887]. Schon hier wird ganz deutlich, dafl es sich um
eine Vorlesung fiir angehende Astronomen handelt; dann reicht es nicht aus,
ein Phinomen nur qualitativ zu beschreiben und die Differentialgleichung zu
analysieren. Ziel der mathematischen Analyse sind konkrete Zahlenwerte, die
man mit gemessenen Groflen vergleichen kann. Diese Ausrichtung der Vorlesung
wird noch deutlicher in Teil III.

Gegenstand von Teil IT der Vorlesung ist die Theorie des Newton-Potentials.
HAUSDORFF beginnt mit ganz grundlegenden Eigenschaften wie dem Gauf-
schen Integralsatz, dem Mittelwertsatz, der Eindeutigkeit der Losungen des
Dirichlet-Problems und dem Verhalten des Volumen- und des Flichenpotentials
beim Durchgang durch die Fliche. Die Transformation der Laplace-Gleichung
auf beliebige orthogonale Koordinaten fiihrt er durch, indem er das Dirichlet-
Integral transformiert. Dann treten Fragen in den Vordergrund, die direkt mit
Gleichgewichtsfiguren zu tun haben. So wird das Potential eines homogenen,
dreiachsigen Ellipsoids berechnet, dann eines unendlichen, elliptischen Zylin-
ders, und schlielich folgt die Entwicklung des Potentials nach Kugelfunktio-
nen, was den grofiten Teil dieses Kapitels ausmacht. Den Abschlufl bilden die
Untersuchung des Potentials eines beliebigen Rotationskorpers sowie des Po-
tentials zweier Korper, womit die Fragestellung aus Teil I verallgemeinert wird,
wo es um die Wirkung von Massenpunkten auf einen Koérper ging.

Aus diesem Teil der Vorlesung soll nun ein lingerer Abschnitt wortlich wie-
dergegeben werden.?

Das Potential eines homogenen dreiachsigen Ellipsoids werden wir hier auf ei-
nem von Gauss angegebenen Wege ableiten. Die directe Behandlung ist nur
fiir den Fall des inneren Punktes bequem. Ein sehr elegantes, aber kiinstliches
Verfahren, das auf der Einfiihrung eines discontinuirlichen bestimmten Inte-
grals beruht, hat Dirichlet gefunden (Vorlesungen iiber bestimmte Integrale
von Meyer-Dirichlet). (Fasz. 68, Bl. 32)

DIRICHLET weist in [D 1846a] nach, daf§
(o o] 2 2 22
a2+s b2+ c2+s
Vaz +8) (0 + 8)(2 +s)

W(z,y,z) = mabe
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das Potential des Ellipsoids

a? b2 ¢

3Hier und im folgenden sind alle Ausziige aus HAUSDORFFs Vorlesungsmanuskript kursiv
gesetzt.
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mit konstanter Massendichte p = 1 fiir (z,y, z) aulerhalb von FE ist; dabei ist
o eindeutig durch die Gleichung

.'II2 y2 22

a2+a+b2+a+cz+a

=1 (%)

festgelegt, d. h. o bestimmt dasjenige zu E konfokale Ellipsoid, auf dem (z,y, 2)
liegt. Wihrend nun GAUsSS — und ihm folgend HAUSDORFF — nachweist, dafl
man den Ausdruck

dednd¢

1
/\/a:— (y—m?+(z-0)7?

durch Einfiihrung geeigneter Koordinaten und entsprechende, keineswegs leich-
te Transformationen auf die Gestalt (*) bringen kann, zeigt DIRICHLET einen
Eindeutigkeitssatz, der besagt, dafl eine Losung von Ay = 0 in R*\ E eindeutig
ist, wenn sie bestimmte Regularititseigenschaften auf dem Rand von E und im
Unendlichen erfiillt. Diese Eigenschaften sind fiir W aus (x) leicht zu verifizie-

799 ma?? tat, die sich aus (+%)
%’ By und = ausnutzt, die sich aus
ergeben. Wie DIRICHLET in [D 1846b] ausfuhrt, hat er den Eindeutigkeitssatz
bewiesen, um den irgendwoher bekannten Ausdruck [sc. (x) als Potential des
Ellipsoids] zu verificiren” und so die “question célebre” nach dem Potential des
homogenen Ellipsoids zu beantworten. Dafl ein Volumenpotential, welches im
Inneren von der Form D — Ax? — By? — Cz? ist, von einem Ellipsoid herkommt,
hat E. HOLDER vermutet und in zwei Raumdimensionen im Kleinen bewiesen,
vgl. [H 1932]; in [Ni 1932] griff W. NIKLIBORC diese Frage auf und bewies den
allgemeinen Fall in zwei und drei Dimensionen. Ein weiterer Beweis stammt
von P. D1VE, vgl. [Di 1931a], [Di 1931b].

Wir folgen nun wieder dem Text der Vorlesung:

ren, wenn man die Gleichungen fiir —

zyz sei ein Punkt des Ellipsoids, {n( sei der angezogene Punkt, R nach Grosse
und Richtung die Entfernung {n¢ — xyz, dr = dxdydz ein Volumenelement des
Ellipsoids, do sein Oberflichenelement, u seine (iiberall gleiche) Dichtigkeit,

abc seine Halbachsen,
2 2

z? oy z
72 + b72 + ——-1=0 (a)
die Gleichung seiner Oberfliche. Wir konnen, nach den friiher abgeleiteten For-
meln, die Volumenintegrale durch die Fliachenintegrale ausdriicken und haben
(Gleichungen (2), (6), (7)):

V:u/%:—%u/cos(Rn)da (b)

ov _ —N/ 9 —d /cos}(:m) do — —,u/ cos(Rn)Rcos(Rx) do. (0




Endlich

cos(Rn) 0 auflerhalb
—/ 5—do =< 2m, jenachdem &n¢ a.d. Oberfliche (d)
R 4T innerhalb

des Ellipsoids liegt. (Fasz. 68, Bl. 32)

Bei den Gleichungen (b), (c), (d) handelt es sich um die grundlegenden Formeln
der Potentialtheorie, die er in einem fritheren Abschnitt vollstindig bewiesen
hat. Sie ergeben sich aus der partiellen Integration

Ov
%dT —/vcos(nm) do,

— 1
wenn man speziell v = %-f(x,y,z) und dann f = 2’ f= = f= T2 f=
r—¢
R2
1
malen bzw. cos(Rz) fiir die erste Komponente des Vektors —(z—&,y—n,2—()

wihlt. Die Schreibweise cos(nz) fiir die z-Koordinate der Einheitsnor-

ist heute nicht mehr gebriuchlich. Die Sprungrelationen ergeben sich aus der
Singularitét der Integranden.
HAUSDORFF fiihrt dann in (b), (c) und (d) elliptische Koordinaten ein.

T = acosysing y = bsinysing 2z = ccosd. (e)

Dabei ergibt sich insbesondere fiir das Potential V' die Beziehung

W = u//%abcsim?dwdﬁ — pabe - 2W

it = x.(z;é) +y-(?lJ)2—n) +z.(i2—C) —1— ( §+b7+ C)
schliefllich ¢ " )
L, _Y g
// [(a“ + b4 ) i R3] sind did dap ()
v auBerhalb
= 27, je nachdem &n( auf der Oberfliche
avc 47 innerhalb
des Ellipsoids liegt.
& C2
v ist hierbei die Grofle — 1+ + b2 , die nicht von der Integrationsvariablen
abhéngt.

Nach diesen Umformungen fiihrt er nun den entscheidenden Gedanken zur
Berechnung des Potentials aus, dafl namlich das gegebene Ellipsoid eingebettet
wird in eine Schar konfokaler Ellipsoide mit Halbachsen va2 + 2v, /b2 + 2v




und v/¢2 + 2v und daB man die Abhiingigkeit des Potentials von dem Parame-
ter v untersucht.

Dies [d.s.die Koordinatentransformationen] vorausgeschickt, betrachten wir
das gegebene Ellipsoid als einer Schar confocaler Ellipsoide angehérig, deren
Halbachsen den Gleichungen geniigen

a®=al+2v, V=0 +2v, =c)+2, (@)

und suchen die Anderung von V oder W, wenn sich der Parameter v éndert,
also unser Ellipsoid in das ndchst benachbarte der Schar iibergeht. Bezeichnen
wir die entsprechenden Anderungen durch §, so ist

ada = bob = cdc = dv, 5(2):0, 5(%):0, 5(2):0,
oz _z Oy _y dz_ 2z du_ j _+£
Su a2’ Sv b v 2 v b

4
RéR
5 =(w—£>j—2+(y—n>b%+(z—oc%=u;

20W . ou u RO6R
5 //s1n19d19d1/1 [__ﬁ 5 ]

//smﬁdt‘}dw[ (‘”5 +i—f) _%23] .

Dies ist die linke Seite der Gleichung (p), also folgt

0 auflerhalb
20W v ) 2m, je nachdem &n( a.d. Oberflédche ()
v abc 4m innerhalb r

des Ellipsoids a, b, c, liegt.

Solange der Punkt &{n¢ auflerhalb des Ellipsoids liegt, ist W = 0, also W =
constans. Betrachten wir daher zwei confocale Ellipsoide 1 und 2, so 1st W1

V; b
W, wenn der Punkt auflerhalb beider liegt, folglich — = Hraoer M
2 peashics /\/lz

die Masse des Ellipsoids. Daraus folgt: Die Anziehung zweier confocaler Ellipso-
ide auf einen dufleren Punkt haben gleiche Richtung und verhalten sich wie
ihre Massen. (Satz von Laplace)

Den Ausdruck von W selbst findet man aus (r) durch Integration nach v.
Lassen wir v aus dem Unendlichen kommen, dort verschwindet W, und es ist

AW = 2rdv ——,
abe



solange das Ellipsoid noch ausserhalb des Punktes &n( liegt, d. h. solange v < 0.

In dem Augenblick, wo das Ellipsoid gerade durch den Punkt &n( geht, erhilt

% einen singulédren Werth (die Hilfte des vorigen), und wenn sich das Ellip-

. ., dW .
soid noch weiter zusammenzieht, wird —— = 0. Bezeichnet abc das gegebene

v
Ellipsoid, agbycy das durch den Punkt £n¢ gehende confocale, so haben wir die
Fille ag > a, ag < a zu unterscheiden: fiir ap > a (&n( ein duflerer Punkt) folgt

ag bo Co dW abc dW
Wape = / W dv + / W dI/,
v=o00 apboco

d
und da im zweiten Integral aw = () ist,

dv
apboco dWV
Wabc = / —_ dl/
dv

oder mit der Substitution (q)

0
o d 2 2 2
Wabc:/ T <2£ + 217 + 2C _1)
\/(a%+2y)(bg+2y)(03+2y) as+2v  by+2v  c§+2v

_ < wds 52 ,,72 €2
W_/ 2 2 2 <l_a2+s+b2+s+02+s ’
o V(@ + ) (b3 + 5)(c + 5) 0 0 0

Im Fall ag < a (&n¢ ist ein innerer Punkt) treten abc an die Stelle von agbgco,
also

_°° mds _52_772_C2]
W_O/\/(a2+s)(b2+s)(02+s) [1 a?+s b+s A+s| ()

Den Ausdruck von W im ersten Falle kénnen wir noch etwas umformen. Wir
setzen
ag—a’=b—-b’=ci—-c*=o

und fiihren s + o als neue Integrationsvariable ein, dann folgt

T mds ¢ U ¢?
W_/\/(a2+s)(b2+s)(02+s) (1_a2+s_bz+s_c2+s)’ ®)

ein Ausdruck, der sich von (s) nur dadurch unterscheidet, dass die untere Grenze
der Integration nicht 0, sondern ¢ ist. Da agbgcy das durch £én¢ hindurchgehende
Ellipsoid der confocalen Schar bedeutet, so ist



2 2 2
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ag b
& U ¢
1=

a2+a+b2+a 2+o 0 (W)
und o also die positive Wurzel der Gleichung (u), die auerdem noch zwei ne-
gative Wurzeln o besitzt. Diese entsprechen einem durch (u) hindurchgehenden
einschaligen und zweischaligen Hyperboloid, die sich miteinander und mit je-
nem Ellipsoid rechtwinklig schneiden; die 3 Wurzeln der Gleichung (u) heiflen

elliptische Coordinaten des Punktes {n¢. (Fasz. 68, Bl. 33-34)

Mit (s) und (t) ist gezeigt, dal das Potential eines homogenen Ellipsoids im In-
neren eine quadratische Funktion der Koordinaten &, n und ( ist. HAUSDORFF
schliefit die Untersuchung des Potentials ab, indem er die Regularitit von V'
sowie der ersten und zweiten Ableitungen sowie das Verhalten im Unendlichen
betrachtet. Ferner wird gezeigt, daf3 V' die Poisson- bzw. die Laplace-Gleichung
erfiillt. Damit hat er alle Voraussetzungen des Eindeutigkeitssatzes von D1-
RICHLET nachgewiesen, auf den er zu Beginn verwiesen hatte.

Der Hauptteil der Vorlesung beginnt mit einer Einleitung in die Hydrome-
chanik. Die Bewegungsgleichungen werden in Lagrangeschen und in Eulerschen
Variablen gegeben und auf der Basis dieser Differentialgleichungen werden die
Gleichgewichtsbedingungen fiir einen rotierenden Fliissigkeitskorper abgelei-
tet. Dann folgt der Nachweis spezieller Losungen, nédmlich der Ellipsoide von
MACLAURIN bzw. JACOBI sowie von elliptischen Zylindern. Bei der Beschrei-
bung der Ellipsoide mit inneren Strémungen folgt HAUSDORFF der Darstellung
von DIRICHLET [D 1860]. Besonders interessant sind HAUSDORFFs Ausfiihrun-
gen zu den allgemeinen Eigenschaften von Losungen, da auch sie zeigen, daf3
es ihm weniger um rein mathematische Erkenntnisse als um die Beantwortung
konkreter Fragen der Astronomie geht. So ist die Beschreibung der Famili-
en von Ellipsoiden durch die Winkelgeschwindigkeit als Parameter vorteilhaft,
wenn man die Losungsmenge und ihre Verzweigung im Funktionenraum ana-
lysieren will. HAUSDORFF fiihrt aber aus, dal vom physikalischen Standpunkt
das Drehmoment die gegebene Grofle sein muf, zu der man eine Lésung sucht;
die zugehorige Winkelgeschwindigkeit ist dann eine Eigenschaft der Losung,
also im Grunde genommen eine Unbekannte des Problems.

Wir wollen nun in Ausziigen den Teil der Vorlesung darstellen, in dem es um
die Gleichgewichtsfiguren geht, die MACLAURIN und JACOBI gefunden haben.

Das Gleichgewicht einer gravitirenden Fliissigkeit, d. h. einer solchen, deren
Theile einander nach dem Newton’schen Gesetz anziehen, und die mit der Win-
kelgeschwindigkeit w um die z-Achse rotiert, ist eine viel complizirtere Aufgabe
als die bisher behandelten. Nehmen wir die Gleichgewichtsfigur als gefunden
an, d. h. wir kennen innerhalb der Fliissigkeit die Flédchen gleicher Dichtigkeit



f(zyz) = constans, (30)

zu denen auch die Oberfliche gehort. Dann kénnen wir das Potential
[uar@ - af + @ -0 + & - 2]

der Fliissigkeit auf den inneren Punkt xyz berechnen; die Gleichung der Flédchen
gleichen Drucks

2

V+ % (2? 4+ y?) = constans (31)
muss dann mit (30) coincidiren, oder es muss
‘9_f.ﬁ.3_f_(3_‘/ 22): (Y 4wy Y
0x Oy 0z 6m+wx' 6y+wy'6z (32)

sein. Hier hingt aber V selbst von der Form der Function f ab, und zwar in
sehr complicirter Weise; in der That ist die allgemeine Losung der Aufgabe bis
jetzt nicht gegliickt.

Ist die Fliissigkeit homogen und incompressibel, so werden zwar die Flédchen
gleicher Dichtigkeit unbestimmt sein, nichtsdestoweniger muf3 die Oberfliche
(30) der Fliissigkeit eine Fliche gleichen Druckes sein, also den Bedingungen
(32) geniigen.

Wir versuchen, ob eine gravitierende Fliissigkeit von der beschriebenen Art,
wenn sie homogen und incompressibel ist, die Form eines Ellipsoids annehmen
kann, setzen also

Das Potential V ist hier bekannt, nimlich (Dichtigkeit = u)

T ds x? y? 22
2
= 1= - —
v ﬂ'abCku/A ( a?+s b2 +s cz+s)
0
= 7k’u(D - Az? — By? — C2?),
wo . -
ds ds
A: — B = _—
abc/A(a2+s)’ abc/A(b2+s)’
0 0
7 ds
- A= 2 2 2 )
C abc/A(02+s), @ F)P )@ +s).  (33)

0
Die Gleichungen (32) werden
2r 2y 22

Sigpias (—2k*pm Az + w?z) : (=2k*ur By + w?y) : (—2k*urCz)



oder, wenn wir

w2

T =v (34)
setzen
1 1
?bécfzz(A—’U)(B—'U)C
a*(A—v) =b*(B —v) = Cc. (35)

Diese Gleichungen dienen, wenn v gegeben, zur Bestimmung der Verhéltnisse
a:b:c (vondenen die ABC allein abhingen); aus dem Volumen der Fliissigkeit
findet man diese selbst.

Aus (35) folgt

c2
v = A-C5=B-C%
a

7 ds abe s(a? — c?) 7 ds abe s(b? — c?)

A a2(a?+s)(c2+5) A PO +s)(c2+s)’
0

0

also wegen v > 0

a®>c%, b2 >c?  (Fasz. 68, BL.71-72)

Damit ist gezeigt, dafl bei einer Lésung die Achse des Ellipsoids, die in Richtung
der Rotationsachse fillt, stets kleiner sein muf als die beiden iibrigen. Mit Hilfe
2 _ 2 b2 — 2

a®—c . . .

der GroBen o = , B2 = 5— und der Integrationsvariablen u mit
c

2

9 _c : .
c+s= el folgen aus (35) die Gleichungen

c2

1
0=(a®—-p% /u2du(1 +a®u?) 7321+ B2u?) T2 (1 — W) (1 — o?B%u?) (37)
0

1
v=2V1+a2y/1+ 52 /quu(l +a?u?) 21+ )2 (1 —u?)  (38)
0

Die Bedingung (37) wird einerseits erfiillt durch a = 3, andererseits durch Ver-
schwinden des Integrales. (Fasz. 68, Bl. 72)

Im Falle o = f ist das Ellipsoid rotationssymmetrisch. Das Integral in (38)
kann durch elementare Funktionen ausgedriickt werden, und es gilt



2

3+a 3
V=g arctg a — Pl P(a), (39)

und HAUSDORFF diskutiert nun zunéchst, fiir welche Werte von v die Glei-
chung (39) losbar ist, dann berechnet er die Achsenverhiltnisse eines solchen
Ellipsoids fiir den Fall, daf} die gegebenen Daten (Dichte, Winkelgeschwindig-
keit, Aquatorialhalbmesser) die der Erde sind. Die Funktion + erfiillt (0) =
¥(00) =0, ¥(a) > 0 und hat genau eine Maximalstelle '.

Die Gleichung v = () hat demnach keine reelle Wurzel a, wenn v > ¥ (a);
sie hat eine Doppelwurzel o = o', wenn v = ¢(a'); endlich hat sie zwei reelle
Wurzeln a, die zu beiden Seiten von o' liegen, sobald v < ¢(a').
Durch numerische Rechnung folgt o/ = 2.0293. .., ¥(a') = 0.22467 ... .
Sobald also )

v 2rk2p
ist kein Rotationsellipsoid der Gleichgewichtsfigur moglich.

Von den beiden Rotationsellipsoiden, die im Fall v < 0.22467 ... resultiren,
ist das eine weniger, das andere stirker abgeplattet, als dem Werthe o' ent-
spricht. Fiir sehr kleines v nédhert sich das erste einer Kugel, das andere einer
unendlich grossen, unendlich diinnen Kreisscheibe. — Sehen wir fiir das erste v
als unendlich kleine Grésse 1. Ordnung an, so wird

> 0.22467. ...,

4, o 15
V=, o =,
unddae=1-(14+a?) 2= o die Abplattung ist, € = E'u _ 1wt
raaes ~ 2 PRATHINE 155 € = g0 = 16 nk2p
Ubertragen wir dies auf die Erde; es sei a der Aquatorialhalbmesser,
4
M= gﬂas,u
. ME? 4 2 5. v .
die Erdmasse, g = —5— = gw,uk a die Schwere am Aquator; dann wird
a

_Suwla 5

wobei ¢ wieder das Verhiltnis der Centrifugalkraft zur Schwere am Aquator

it Mit o = hi
ist. Mit ¢ 9834 erhilt man
1
232’
1
der beobachtete Werth ist € = 203" Die Erde ist aber auch nicht homogen,

sondern ihre Dichtigkeit nimmt von aussen nach innen zu.



1
Wir bemerken, dass ¢ = §<p (homogene Erde) und € = 3% (Erdmasse im

Mittelpunkt concentrirt) die beiden Grenzen der Abplattung sind, wenn die
Dichtigkeit von aussen nach innen zunehmen soll; in der That liegt die wirkli-
che zwischen ihnen. Wir kommen bei der Clairautschen Theorie darauf zuriick.
(Fasz. 68, B1.73)

Den Fall der dreiachsigen Ellipsoide diskutiert HAUSDORFF als néchstes, wobei
er auch den Beitrag DIRICHLETs iiber ellipsoidférmige Losungen mit inneren
Stromungen vorstellt. Die Achsenverhaltnisse in Abhéngigkeit von der Winkel-
geschwindigkeit zu untersuchen, hat den Vorteil, daf§ die dabei auftretenden
Beziehungen leichter zu iiberblicken sind; vom physikalischen Standpunkt aus
ist die Winkelgeschwindigkeit keine gegebene Grofie, sondern eine Eigenschaft
der Losung. Mit diesem Punkt befafit sich HAUSDORFF in dem nun folgenden
Abschnitt.

Gleichgewicht einer rotirenden Fliissigkeit, deren Drehungsmoment gegeben
ist. Wir sahen bisher die Winkelgeschwindigkeit w als gegeben an; diese Grisse
ist aber eigentlich gar nicht als gegeben zu denken, da sie selbst von der
Gleichgewichtsfigur abhéngt, die die Fliissigkeit annimmt. Geben wir z.B. ei-
nem2 homogenen Ellipsoid eine Winkelgeschwindigkeit w, welche die Grosse

w
2k?
Fliissigkeit nimmt eine andere Form, damit aber auch eine andere Winkelge-
schwindigkeit (wenn iiberhaupt noch eine solche bestehen bleibt) an und kann
in dieser neuen Form eine Gleichgewichtslage erreichen.

Um wirkliche Constanten der Bewegung, d. h. Integrationsconstanten zu fin-
den, betrachten wir die Gleichungen (14) [d.s. die Gleichgewichtsbedingungen
in Integralform], wenden sie auf die gesamte Fliissigkeit an, setzen voraus, dass
an deren Oberfliche der Druck iiberall constant = po (z. B. = 0) sei, und dass
die Kréfte ein Potential V besitzen; dann ist

/d Lz dy\ _
T \Vae " %ae ) =

ov ov
/udT (yaz - z@y) + po / [y cos(nz) — z cos(ny)] do.
Aus den bekannten Formeln

a—UdT = —/Ucos(m:)da

= 0.22467 iiberschreitet, so ist kein Gleichgewicht mdoglich, d. h. die

ox

folgt, dass die mit py multiplicirten Glieder verschwinden. Wirken ferner in der
Fliissigkeit nur die inneren Kréifte, die wir allein von der Entfernung R zweier



Massentheilchen xyz und z'y'z' abhéngig denken, so ist

al_ ! ,df(R):L'—l"

V= /ude —/,udT iR 7o
ov 8V ,df (R)

Yar "oy /ud RdR(yz y?'),

8V 67‘/ _ 12 ! df(R) !, _ !
/ud ( 5 ay)—//udT pdr' - om o (y'2 = y2),

wo sowohl die Integration nach dr als auch die nach dr' durch die ganze Masse
zu erstrecken ist. Hierbei kommt jede Combination dr, dv' zweimal vor, die
entsprechenden Bestandteile des obigen Integrals sind entgegengesetzt gleich,
das ganze Integral also 0, die linken Seiten von (14) ebenfalls = 0.

Wirken auf die Theilchen einer Fliissigkeit, an deren Oberfliche constanter
Druck herrscht, nur innere Krifte, so bestehen die drei Flichenintegrale (af~y
Constanten)

Damit haben wir wirkliche Integrationsconstanten gewonnen, deren Werthe wir
uns gegeben denken kénnen. Wihlen wir noch die Ebene, deren Gleichung in
laufenden Coordinaten £n¢

a+PBn+v¢=0

ist, zur zy-Ebene (die sogenannte unverénderliche Ebene), so werden o = 8 =
0; die Grosse 7y heiit das Drehungsmoment (bei allgemeiner Lage des Ach-
sensystems heiflen a3y die Drehungsmonente in Bezug auf die z, y, z=achse).
Suchen wir die Ausdriicke fiir diese Gréssen bei einem mit der Geschwindigkeit
w um die z=achse rotirenden Ellipsoid abc, dessen Dichtigkeit u, dessen Masse
M. Man hat

o dy _ . d
at - Y@ T @
T = xgcoswt — Yo sSinwt, Yy = xgsinwt + yocoswt, z = 2y

=0,

(xoyozo Coord. in Bezug auf die Hauptachsen, die im Moment t = 0 mit den
Coord.achsen zusammenfallen). (Fasz. 68, Bl. 76)

Eine Rechnung zeigt nun, daf es zu jedem gegebenen Wert des Drehmoments
M > 0 genau ein Rotationsellipsoid gibt, welches die Gleichgewichtsbedingun-
gen erfiillt. Von dieser Familie zweigt fiir einen kritischen Wert M’ die Familie



der dreiachsigen Ellipsoide ab; diese existieren fiir jedes M > M'. Als letztes
Beispiel geben wir einen Abschnitt der Vorlesung wieder, in dem es um weite-
re allgemeine Eigenschaften von Gleichgewichtsfiguren und deren physikalische
Bedeutung geht.

Satz von Poincaré. Unsere Beispiele zeigten, daB v eine gewisse Grenze nicht
iiberschreiten darf, wenn das Gleichgewicht moglich sein soll (beim Ellipsoid
v < 0.22467, beim elliptischen Cylinder v < %) Es ldsst sich nachweisen, dass
allgemein fiir v > 1 kein Gleichgewicht moglich ist, indem die Resultante der
Anziehung + Centrifugalkraft, die in allen Punkten der Oberfliche zu dieser
senkrecht vorausgesetzt wird, dann nicht mehr iiberall die Richtung der inneren
Normale haben kann.

Wenden wir die Gleichung des Green’schen Satzes

o’U  0°U  d9*U ou
/DUdT_/<8$2+ay2+822)dT__ %da,

worin U nebst seinen ersten Ableitungen im Raume [ dr stetig bleiben muss
und n die innere Normale des Oberflichenelements do bezeichnet, auf die
Kriftefunction unserer rotirenden Fliissigkeit und den von ihr erfiillten Raum

an, setzen also
2

U=V+w—(m2+y2)

2k2
. 9 9 2w?
so wird DV = —4mp, D(z* +y*) =4, DU = 2 drp = 4wp(v — 1),
drp(v — 1) /dT =47t M —-1) = — Z—Z do,

wo M die Masse der Fliissigkeit. Ist nun v > 1, so muf} / Z—U do < 0, also
n

in einem Theil der Oberfliche 8—U negativ sein, d. h. die Schwere hat dort die

Richtung der dusseren Normale, lﬁld die Fliissigkeit, wenn sie dort an den leeren
Raum grenzt, wird fortgeschleudert.

Druck im Mittelpunkt einer homogenen Kugel.

Aus den Gleichgewichtsbedingungen (26) folgt fiir den Druck

dp = pdP,

wo P das Potential der wirkenden Kréfte ist. [Damit die Fliissigkeit in Ruhe
ist, muf die Kraftdichte in den Eulerschen Differentialgleichungen das Potential
einer skalaren Funktion sein.] Im Fall einer homogenen gravitirenden Kugel von
der Dichtigkeit ;1 haben wir fiir innere Punkte

1 2
P =2ruk*a® (1 -3 ;) , rP=z>+y*+2% a Radius der Kugel.



Also 4
dp = —gr dr mp2k?

und wenn py der Druck im Mittelpunkt, p; der an der Oberfliche ist,

2
Po—p1 = §a27r2l£2k2‘
Fiir p; kann 0, oder wenn man an unsere Erde denkt, der Druck w einer Atmo-
sphére gesetzt werden. Ist M die Erdmasse, g die Schwere an der Oberfliche,

so ist A 12 .
= — 2 = —_ = — .
M= 3THAT, g=— 5 Po—P1= 5904

Ist D die Dichtigkeit des Quecksilbers, H die mittlere Barometerhche an der
Erdoberfliche, so ist

1 a p
=gDH —w=w-- — - —.
v=9g y Po—-—w=w >H D
Nimmt man die Dichtigkeit des Wassers zur Einheit, so ist u (mittlere End-
dichtigkeit) = 5.56, D = 13.6, ferner in Metern a = 6378250, H = 0.76, und
damit

Log P = 6.23439; P° = 1715500.
w w

Der Druck im Mittelpunkt ist also etwa 1% Million Atmosphéren. Selbst wenn
die Erde aus Fliissigkeit von sehr geringem Compressibilitédtsfactor bestiinde,
miisste man bei so hohem Druck Verdnderungen der Dichtigkeit annehmen,
darf also die Erde nicht als homogen ansehen. (Fasz. 68, BL. 78)

Homogene Gleichgewichtsfiguren konnen nur fiir Winkelgeschwindigkeiten w
existieren, die unterhalb einer Schranke w;,,, liegen; mit der weiter oben festge-
legten Normierung ist Wimaz = V27, Damit geht einher, daf nur fiir w < Wmae
im Inneren des Korpers Druck herrscht, vgl. L. LICHTENSTEIN [L 1933]. Wenn
HAUSDORFF diese Frage aufgreift, dann geht es ihm weniger um allgemeine
Eigenschaften jeder mdoglichen Losung als darum zu untersuchen, ob die An-
nahme eines homogenen Fliissigkeitskorpers {iberhaupt ein addquates Modell
fiir Planeten ist. Er berechnet den Druck im Mittelpunkt eines solchen Kérpers,
wobei er die Daten fiir die Erde ansetzt, und kommt dann zu dem Schluf}, dafl
die Annahme konstanter Dichte angesichts der groflen Druckdifferenzen vollig
unrealistisch ist.

Daher wendet er sich den inhomogenen Gleichgewichtsfiguren zu, und von
diesem Standpunkt ist dann auch einsehbar, warum er nicht die Stabilitét der
Ellipsoide untersucht. Diese entscheidet namlich iiberhaupt nicht dariiber, wel-
che Ellipsoide Planeten beschreiben kénnen; sie sind dafiir allesamt ungeeignet,
weil sie nur unter der Annahme p = const Losungen sind.

Gleichgewichtsfiguren inhomogener Fliissigkeiten stehen daher im Mittel-
punkt von Teil ITT der Vorlesung. Explizite Losungen sind fiir diesen Fall nicht



bekannt. Wenn man annimmt, dafl die Losungen aus Flachen konstanter Dichte
aufgebaut sind, dann kann man die méglichen Formen dieser Flachen einzugren-
zen versuchen, um so zu Aussagen iiber die Gestalt der Gleichgewichtsfiguren
zu kommen. HAUSDORFF zeigt z. B., dafl dreiachsige Ellipsoide keine Flichen
konstanter Dichte sein kénnen, und er beschreibt Beitradge CLAIRAUTS zu in-
homogenen Gleichgewichtsfiguren, wobei er insbesondere Niherungslosungen
der Gleichgewichtsbedingungen betrachtet, die in der Nihe der Kugel liegen.
Clairauts Theorem, das beschreibt, wie die Schwerkraft von der geographischen
Breite abhiingt, ist ein typisches Beispiel. Den Abschlufl der Vorlesung bilden
Beitrige von LAPLACE zum Sphéroid; hierbei sind die Flachen konstanter Dich-
ten ebenfalls nahezu Kugeln.

HAUSDORFFs Vorlesung zeichnet sich dadurch aus, dafl einerseits alle ma-
thematischen Aussagen ausfiihrlich bewiesen werden, angefangen von den Inte-
gralsétzen bis hin zu Lehrsitzen aus der Potentialtheorie, und dafl er anderer-
seits ganz konkrete astronomische Berechnungen verfolgt und daf3 diese Ziel-
setzung die Stoffauswahl zu einem groflen Teil bestimmt. Zu letzteren gehtren
die Berechnung von astronomischen Positionen im 1. Teil der Vorlesung (zum
Vergleich werden die Werte des Standardwerks Canon der Finsternisse von
T.EDLER VON OPPOLZER angegeben) sowie die Berechnung von Eigenschaf-
ten von Gleichgewichtsfiguren, wobei Gréfien- und Massenverhéltnisse der Erde
angesetzt werden.

Mit dieser zweifachen Zielsetzung steht HAUSDORFF in einer Tradition, zu
deren herausragenden Vertretern C. NEUMANN gehorte. Seine Beitriige zur Po-
tentialtheorie sind stets anhand von ganz konkreten physikalischen, insbeson-
dere hydrodynamischen Problemen entwickelt worden, wie seine Hydrodyna-
mischen Untersuchungen [N 1883] von 1883 eindrucksvoll zeigen. Ebenso ist
HAUSDORFF von seinem Lehrer H. BRUNS beeinfluflit worden, denn dieser ar-
beitet in seinem Beitrag [B 1878] Figur der Erde von 1878 auf dieselbe Weise:
er beweist eine Formel, die die Schwerkraft eines Fliissigkeitskorpers in Bezie-
hung setzt zur mittleren Kriiommung von Fliachen konstanter Dichte; dabei wird
angenommen, dafl der Druck nur von der Dichte abhéngt. BRUNS’ Formel gibt
eine mathematisch exakte Eigenschaft von Losungen der Poisson-Gleichung
wieder und ersetzt umstindliche Niherungsrechnungen, die die Astronomen
bzw. Geodéten frither verwendeten.

Fortgefiihrt wird diese Tradition, die mit Mathematikern der Universitat
Leipzig verbunden ist, spiter durch L. LICHTENSTEIN und seine Schiiler E. HOL-
DER, E. KAHLER, K. MARUHN und V. GARTEN, vgl. [ 1933] fiir einen Uber-
blick iiber diese Beitrége. Sie untersuchen Gleichgewichtsfiguren fiir die un-
terschiedlichsten geometrischen bzw. physikalischen Ansitze wie ringférmige
Figuren mit und ohne Zentralkorper, Figuren mit variabler Dichte, und er-
zielen dabei grofie Fortschritte in der Verzweigungstheorie. Indem LICHTEN-
STEIN ndmlich die Verzweigung in der Nihe einer beliebigen gegebenen Gleich-
gewichtsfigur betrachtete, die nicht wie in den Untersuchungen LJAPUNOWS
ein Ellipsoid sein muf}, gelang es ihm, eine neue Integro-Differentialgleichung
aufzustellen, und den Grundgedanken der Verzweigung (Ljapunow-Schmidt-



Reduktion) viel klarer herauszubilden. Anstelle von aufwendigen Entwicklun-
gen in speziellen Koordinaten (diese trugen dazu bei, dafl die Arbeiten LIAPU-
Nows mehr als 200 Seiten lang wurden) wurde mehr abstrakt mit den Gleichun-
gen gearbeitet und so eine flexible Methode entwickelt, die vielfache Anwendung
fand und auch zur Bildung der nichtlinearen Funktionalanalysis entscheidend
beitrug. HAUSDORFF hat an dieser Entwicklung nicht mehr teilgenommen. Als
die Gleichgewichtsfiguren den vielleicht grofiten Einflufl auf die Entwicklung der
Mathematik nahmen, hatte er sich bereits ganz anderen Gebieten zugewandt.
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